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Este trabajo presenta una metodologia para favorecer el aprendizaje de dinamica de mecanismos
basado en el uso de cuadernos interactivos. Para ello, se propone la realizacidn de un proyecto que
utiliza un modelo virtual de una maquina, en este caso, una grda, para abordar los conceptos
relacionados con la cinematica y cinética de la particula, de los sistemas de puntos y del sélido
rigido tridimensional, asi como los métodos de Newton-Euler y de Euler-Lagrange para la
resolucion de la dinamica de sistemas multicuerpo. Gracias a la posibilidad de conectar los
cuadernillos interactivos con un simulador multicuerpo, los estudiantes disponen de un sistema de
visualizacién tridimensional de las simulaciones llevadas a cabo para la resolucién de los calculos
relacionados con los problemas propuestos. La principal aportacion de este trabajo consiste en la
propuesta metodoldgica basada en cuadernillos interactivos combinada con el aprendizaje basado
en proyectos. Ademas, se presentaran algunos datos relacionados con las experiencias de uso de la
metodologia propuesta.
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Aprendizaje de dinamica de mecanismos basado en Cuadernos Interactivos

1. Introduccién

Actualmente la innovacidn docente busca el desarrollo de nuevas técnicas de ensefianza en las universidades,
especialmente en las areas de ingenieria. El auge de las nuevas tecnologias y de la informatica da la posibilidad de
plantear nuevos métodos de ensefianza en beneficio del alumnado gracias a herramientas informaticas que le
permiten desarrollar a nivel tedrico-practico los conocimientos impartidos en clase.

Este trabajo presenta una metodologia para favorecer el aprendizaje de dindmica de mecanismos basado en el uso
de cuadernos interactivos [1]. Para ello, se propone la realizacion de un proyecto que utiliza un modelo virtual de
una maquina, en este caso, una gria, para abordar los conceptos relacionados con la cinematica y cinética de la
particula, de los sistemas de puntos y del sélido rigido tridimensional, asi como los métodos de Newton-Euler y
de Euler-Lagrange para la resolucion de la dindmica de sistemas multicuerpo.

Mediante el uso de los cuadernos interactivos [2], se iran resolviendo problemas de complejidad ascendente,
siempre relacionados con la maquina elegida. Si bien esta maquina puede desempefiar un movimiento espacial que
implica tres articulaciones de revolucién y una prismatica, en las fases iniciales se bloquearan algunas de estas
articulaciones para adecuar la complejidad de los ejercicios a los contenidos abordados en cada momento. No
obstante, el hecho de disponer del modelo virtual completo desde el inicio del proyecto permite disponer de una
mejor perspectiva sobre las tareas a abordar ademas de fomentar el interés y la motivacion.

Gracias a la posibilidad de conectar los cuadernillos interactivos con un simulador multicuerpo [3], los estudiantes
disponen de un sistema de visualizacidon tridimensional de las simulaciones llevadas a cabo para la resolucion de
los calculos relacionados con los problemas propuestos. Ademas, se utilizaran los resultados arrojados por el
simulador como ground-truth, por lo que, gracias a un script encapsulado en los propios cuadernillos, los
estudiantes pueden comprobar si las soluciones obtenidas son o no correctas de una manera completamente
auténoma.

La principal aportacién de este trabajo consiste en la propuesta metodolégica basada en cuadernillos interactivos
combinada con el aprendizaje basado en proyectos [4]. Ademas, se presentaran algunos datos relacionados con las
experiencias de uso de la metodologia propuesta.

2. Meétodos

Para la ensefianza a partir de cuadernos interactivos de la asignatura de Dindmica de Maquinas, que se imparte en
el Grado de Ingenieria Mecénica de la Universidad de Almeria, donde se exige una actividad la cual consiste en
el estudio de la dindmica de una grda tipo pluma de un camién, ver Figura 1.

Figura 1: Grua tipo pluma de un camion.

Este tipo de gria consiste en un sistema con 4 grados de libertad, que incorpora dos cilindros hidraulicos los cuales
permiten la elevacién de la gria actuando sobre el segundo y tercer eslabén. La conexion con el tercer eslabon se
realiza a través de un mecanismo de 4 barras [5], lo que facilita el plegado de la gria cuando esta en su posicion
de reposo, ademas de aprovechar la ventaja mecénica que este tipo de mecanismos ofrecen. Por su parte, el
extensible telescépico se compone de tres tramos, lo que también el favorece plegado de la grda cuando no esta en
funcionamiento, y, por tanto, su transporte. En este problema presentado al estudiante solo se tiene en cuenta la
cadena cinematica de la grda, que consta de 3 articulaciones de rotacion y una de traslacion.
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Para que los alumnos puedan desarrollar la actividad con mayor facilidad se proponen las siguientes
simplificaciones, en primer lugar, con objeto de reducir su complejidad, se ha simplificado el mecanismo
prescindiendo de los actuadores cilindricos (en lugar de la fuerza ejercida por estos, se consideraran pares ideales
en las articulaciones) asi como del mecanismo de cuatro barras y los dos tramos finales del extensible.

El resultado de estas simplificaciones se muestra en la Figura 2, donde se pueden visualizar, ademas, los sistemas
de referencia asociados a cada eslabon y los parametros DH.

Figura 2: Parametros DH.

A continuacion, se propone una trayectoria de la grda, definida por los siguientes parametros articulares:

Tabla 1: Propiedades de los estilos definidos en esta plantilla.
Aceleracién  Velocidad Posicién

(rad/s2) (rad/s) inicial
1 0.005t 0.4 90 (deg)
2 0.020 0.1 -5 (deg)
3 0.000 0.0 -90 (deg)
4 0.000 0.4 2.8 (m)

Las masas, posiciones del centro de masas y tensores de inercia se obtienen a partir de los archivos CAD
proporcionados, teniendo en cuenta que se considera que cada pieza estd compuesta integramente de acero de
densidad 7,85 g/cm3 y masa uniformemente distribuida [6].

Al estudiante se le proponen las siguientes de actividades que tiene que resolver a partir de los scripts
proporcionados. Estos scripts actlian de cuadernos interactivos debido a que indican los pasos a seguir y los
calculos que tienen que desarrollar hasta llegar a la solucion como muestra la Figura 3.

2.1. Actividad 1

En la actividad 1 se le pide calcular la velocidad y aceleracion del extremo de la grda (SR4) en el instante inicial
de movimiento. De esta forma, el estudiante empieza a familiarizarse con las ecuaciones vectoriales de movimiento
relativo de un sistema compuesto por varios sélidos rigidos. Los resultados obtenidos, se compararan con los
calculados mediante la herramienta Simscape Multibody [7] (simulando un Gnico paso tiempo), de MATLAB®.
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Apartado 1

Este apartado se puede lver por denadas esférica iendo una simplificacion, tal y como se muestra en el archivo correspondiente al apartado 2. Mo obstante, si se desea realizar sin
asumir esa simplificacion, se pueden seguir este procedimiente basado en velocidades relativas. Para ello, utilzamos un sistema de coordenadas xyz paralelo al sistema fijo XYZ, ubicado en la
arficulacion 2. Este sistema gira con g). A su vez, otro sistema de coordenadas, x'y'z', también sistuado en |a articulacion 2, gira con g;. En el instante mosfrado, los tres sistemas de coordenadas

son paralelos.

Para simplificar |a notacion, en este problema llamaremos 0 al sistema XYZ, 1 al sistema xyz vy 2 al sistema x'y'z'. Azsimizsmo, llamaremos P al punto al que d calcular su ¥
aceleracion, es decir, al extremo de la gria.
Para poder realizar estos calculos hay que definir inicial te las vari que se correspenden con los datos proporcionados en el enunciado. Silos obtenemos a partir de los datos regisirados

en la simulacion mediante Simscape Multibody, se tiene:
ql=...
Velocidades
Para el calculo de velocidades, se tiene que:
Yp= g K arp e
A confinuacion, se analizan los términos individualmente.
Térmmino 1: Derivada del vector de posicion del SR 1 respecto del SRO. Se corresponde con |a velocidad del sistema de referencia 1 respecto del sistema fijo 0
a¥'1 = o X gfy
con gun = gik ¥ gy = a1

W_l e=...

Figura 3: Cuaderno interactivo.

Para la resolucion de este apartado el estudiante debe de haber estudiado el movimiento tridimensional de un
cuerpo rigido y ayudarse del cuaderno interactivo 1 que se le ha proporcionado para ir siguiendo los pasos de
resolucién. Estos cuadernos interactivos le proporcionan un guion de resolucién con figuras del mecanismo (con
los sistemas de referencia incorporados a cada sélido rigido) y texto explicativo de la materia que se necesita
conocer para resolver cada apartado del problema. En estos campos, aparecen zonas sombreadas, donde los
estudiantes Unicamente tienen que introducir los datos que se solicitan.

En este primer apartado se puede resolver por coordenadas esféricas utilizando un sistema de coordenadas xyz
paralelo al sistema fijo XYZ [8], ubicado en la articulacién 2, ver Figura 4. Este sistema gira con gi1. A su vez, otro
sistema de coordenadas, x'y'z', también situado en la articulacion 2, gira con gz. En el instante mostrado, los tres
sistemas de coordenadas son paralelos.

Figura 4: Sistemas de coordenadas.
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Para el calculo de las velocidades [9] de este apartado se tiene que calcular a partir de la siguiente expresion, que
aparece en el texto explicativo:

VUp =g V1toWw1 X Tp+1Vp 1)

Para la aplicacion de esta ecuacion el cuaderno interactivo proporcionado al estudiante le indica los pasos para
obtener los diferentes términos de la ecuacion.

Término 1: Derivada del vector de posicidn del SR1 respecto del SRO. Se corresponde con la velocidad del sistema
de referencia 1 respecto del sistema fijo 0: gv; =¢ wq X7y CONqwy = g1k Yy o1y = a1

Término 2: Componente debida al cambio de direccion del vector de posicion del punto P medido desde el SR1
cuando este vector es derivado con respecto al SRO gwq X1 7p, CON 11p =, 1p = q4 * (cos (q2)] +

sin( q2)k)

Término 3: Componente debida al cambio de magnitud del vector de posicién del punto P medido desde el SR1
cuando este vector es derivado con respecto al SRO, méas la velocidad de expansion del mastil:

1Vp =1 W X1 7p X1 7p

Teniendo en cuenta que ;w, = doi Y 17p =5 T» = 44 - (cos ()7 + sin( qz)k) y en el calculo de las
aceleraciones se obtienen a partir de derivar respecto del tiempo la ecuacion de velocidades relativas, obteniéndose
la siguiente expresién;

ap =¢ Q1 +ow1 Xq Tp+owy1 X (qwq X1 7p) + 2pw1 X 1Vp+iap 2

De igual modo el cuaderno interactivo orienta al estudiante a obtener cada término de este apartado.

2.2. Actividad 2

En la actividad 2 se pide calcular la velocidad y aceleracion del extremo de la gria (SR4) en el instante final de
una trayectoria programada previamente. Posteriormente, los valores calculados se comparan con los obtenidos en
una simulacién completa realizada con Simescape Multibody observando los valores finales en cada uno de los
€asos.

En este apartado se realiza una simplificacion con objeto de poder emplear coordenadas esféricas y de esta forma
calcular facilmente la velocidad y aceleracion del punto P en cualquier instante de tiempo. Esta simplificacion
consiste en considerar despreciable la separacién horizontal entre los sistemas de referenciaOy 1, en
comparacion con la distancia R [10]. De esta forma, podemos situar el origen de coordenadas esféricas tal y
como se muestra en la Figura 5.

Figura 5: Sistemas de coordenadas esféricas.

Con este planteamiento, se establece una relacién directa entre las coordenadas qi, g2 y g4 Y las coordenadas
esféricas. Por tanto, se asignan los valores a dichas coordenadas directamente a partir de los datos del enunciado.

El cuaderno interactivo muestra el procedimiento para calcular las velocidades a partir de la expresion:

VUp = vRéR + Ugég + U¢é¢ (3)



Aprendizaje de dinamica de mecanismos basado en Cuadernos Interactivos

Siendo:

vg = R

vy = RO cos¢
vy =R ¢

Igualmente se muestran para el célculo de las aceleraciones a partir de las ecuaciones:

ap = agép + agég + agéy 4)
Siendo:
agr = R — R$? — RO? — Rcos?¢
ag =2L R2_ 4y — 2R6¢ sin¢

R dt

1d, .
T R%$) + RO?sin¢ cos¢

2.3. Actividad 3

En la actividad 3 se pide calcular los pares articulares mediante el método recursivo de Newton-Euler [11] a lo
largo de toda la simulacion y presentar los resultados en gréficas, incluyendo los resultados obtenidos con
Simscape Multibody.

En esta actividad se va a implementar el método de Newton-Euler para construir un bloque de Simulink que nos
permita calcular la dindmica inversa, para ello en primer lugar, se identifican los sistemas de referencia y las
coordenadas que modelan el mecanismo como muestra la Figura 6.

Figura 6: Sistemas de referencia.

El cuaderno interactivo sigue el siguiente procedimiento para el calculo de este ejercicio. Primero se procede a la
asignacion de variables a los eslabones. Se puede trabajar con variables numéricas y generar una funcién que
dependa de las variables cinematicas articulares, o con variables simbolicas. Si se opta por esta Gltima opcion, lo
primero seria declarar las variables:

. Parametros dimensionales.

. Vectores de posicion de los SR.

. Parametros inerciales.

. Masas.

. Ubicacién de los centros de gravedad respecto al sistema local.
. Tensores de inercia.

. Vector de aceleracion gravitatoria.
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En segundo lugar, se establecen las condiciones iniciales de velocidades y aceleraciones de la base del
mecanismo y se hace una evaluacion numérica de las fuerzas y pares en el efector final.

En tercer lugar, se obtienen las matrices de rotacion Roi, Rz, R23 y Ras en funcion de los pardmetros DH, como se
indica en la Figura 7.

Finalmente, se obtiene la velocidad angular del sistema a. Si el eslabon i esté articulado por un par de rotacion
con el i-1 llegando a la expresion:

6w; =; Ri_q - (w1 + 204;) (5)

A_1 B = [cos(thl) -cos(afl)*sin(thl) sin(afl)*sin(th1) al*cos(thl);
sin(thl) cos(afl)*cos(thl) -sin(afl)*cos(thl) al*sin(thil);
@ sin(afl) cos(afl) di;
eee1];
A_2 1 = [cos(th2) -cos(af2)*sin(th2) sin(af2)*sin(th2) a2*cos(th2);
sin(th2) cos(af2)*cos(th2) -sin(af2)*cos(th2) a2*sin(th2);
@ sin(af2) cos(af2) d2;
eee1];
A_3 2 = [cos(th3) -cos(af3)*sin(th3) sin(af3)*sin(th3) a3*cos(th3);
sin(th3) cos(af3)*cos(th3) -sin(af3)*cos(th3) a3*sin(th3);
@ sin(af3) cos(af3) d3;
eee1];
A_4 3 = [cos(8) -cos(af4)*sin(B) sin(af4)*sin(8) ad*cos(8);
sin(@) cos(afd)*cos(@) -sin(afd)*cos(@) ad4*sin(e);
@ sin(af4) cos(afd) d4;
eee1];
R 1 8=A1 68(1:3,1:3);
R 2 1=A 2 1(1:3,1:3);
R 3 2=A 3 2(1:3,1:3);
R 4 3=A 4 3(1:3,1:3);
R_5_4=eye(3);
Figura 7: Matrices de rotacion.

Si el eslabdn i esté articulado por un par prismatico con el i-1 segln la expresion:
ow; =; Ri—q - owi—q (6)

Quinto se obtiene la aceleracion angular del sistema {S;}. Si el eslabon i esté articulado por un par de rotacién
con el i-1:

$; =i Ri_q - (i1 + (2o, + Thwi—1 X 204,)) )

Si el eslabén i esta articulado por un par prismatico conel ; — 1 :
0@; =; Ri—q - oW1 (8)

Sexto se obtiene la aceleracién lineal del sistema {S;}. Si el eslabdn i esté articulado por un par de rotacion con
eli-1:

i . . . . _y
oVi = @i X 1Pt owi X (qw; X i_1p) + iRiiy -+ ToVig )
Si el eslabdn i esta articulado por un par prismatico conel j — 1:
L i . . . . . . )
Vi = iRicy - (2ol + TEVim1) + §@i X oiP; + Wi X (§0; X 1-1Pp) + 2¢w; X (Ri_q - Zo G, (10)

Séptimo se obtiene la aceleracion lineal del centro de gravedad del solido i:
Ve = 0y X i + owi X (§0; X {pei) + ¢V (11)
Octavo se transforma la aceleracién de la gravedad a partir del sélido i-1 al SR del eslabén i:
‘g="Ri_, g (12)
Noveno se obtiene la fuerza ejercida sobre el sélido i a partir de la expresion:
Fiio1 = Ripr» ' Fipri + My oo — my - 'g (13)

Decimo se obtiene el par ejercido sobre el s6lido i a partir de la expresion:
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"My = (Riss- (i+1Mi+1,z: + (i+1R; '_i—1ipi) X i+1Fi+1,L‘)_ + (i ipi + 1) XMy - §O, + Ly - doy + oy X (I -
0w;) — (j_1pi + ip) X (m; - 'g) (14)

Undécimo se obtiene la fuerza o el par ejercido por la articulacién i a partir de las expresiones:
- Siesenrevolucion:
7= My Ry 2o (15)
- Siesenrevolucion:
7= My Ry 2o (16)

En la Figura 8 se puede apreciar el cddigo, realizado por el equipo docente, que se proporciona al estudiante. En
el mismo se introducen todos los comentarios necesarios para que se pueda entender mejor la forma de escribir las
ecuaciones estudiadas en la asignatura en un lenguaje de programacion, y las diferentes formas que tienen estas
herramientas para resolver dichas ecuaciones: por medio de métodos diferenciales numéricos, o de forma
simbolica.

2.4. Actividad 4

En la actividad 4 se calculan los pares articulares mediante el método recursivo de Euler-Lagrange [12-13] a lo
largo de toda la simulacion y se le pide presentar los resultados en gréficas, incluyendo los resultados obtenidos
con Simscape Multibody de MATLAB®. El estudiante ha estudiado previamente en las sesiones tedricas las
ecuaciones fundamentales de Euler-Lagrange. Ha aprendido a calcular los pardmetros necesarios para calcular la
energia mecanica de un sistema multicuerpo, y las fuerzas generalizadas que se quieren calcular en el sistema que
se presenta en el trabajo. Ademas, en otra sesion practica, se presentan los comandos principales para resolver las
ecuaciones de movimiento mediante el método simbolico. Esta practica previa se realiza con mecanismos planos
sencillos de manivela-biela-corredera para que el estudiante se familiarice con este método.

apartado?_ls.mlx +
Debe tenerse en cuenta que en este ejemplo se utilizard una notacidn que puede ser consultada en
https://doi.org/0.48550/arXiv.2405.07351, en el que, resumiendo, se propone la notacidn gue se muestra en la siguisnte
imagen:

Fiioa p 0 ™ _oPe
- —1Fi
M f& jL’
ii-1 0

-
{i-1} '

En el caso de Fuerzas y Momentos, el primer subindice expresa el sujeto que recibe la fuerza y el segundo el que la ejerce

Paso 1
Asignacion de variables a los eslabones. Podemos trabajar con variables numéricas y generar una funcién que dependa de las
variables cinemnaticas articulares, o con variables simbdlicas. Si optamos por esta (ltima opcidn, lo primero seria declarar estas

variables
1 syms ql qpl qppl q2 gp2 qpp2 real
2 syms g3 qp3 qpp3 g4 gpé qpp4 real

Y comenzamos con los pardmetros dimensionales:

3 DHtable = [-8.121688  deg2rad(98) 1.825396+0.685800 gl 1;
4 2.508 e @ g2 1;

5 @ deg2rad(-9@) @ q3 1;

[ @@ qse 2];

7

8 al=DHtable(1,1); afl=DHtable(1,2); dl=DHtable(1,3); thi=DHtable(1,4);
9 a2=DHtable(2,1); af2=DHtable(2,2); d2=DHtable(2,3); th2-DHtable(2,4);
18 a3=DHtable(3,1); af3=DHtable(3,2); d3=Dhtable(2,3); th3=DHtable(3,4);
11 a4=DHtable(4,1); af4=DHtable(4,2); d4=DHtable(4,3); th4=DHtable(4,4);
12

Figura 8: Apariencia del codigo en Matlab.

Finalmente, la Figura 9 presenta los resultados obtenidos en el calculo de cada de una de las articulaciones de la
grua, por los diferentes métodos estudiados, y se les pide que razonen las diferencias encontradas entre cada uno
de ellos.
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Articulacion 1

- . ‘
\zglsoo— M‘d“\\\‘ SMj
= 400 - - =NE
o 200 1 1 1 Il R —

0 0.5 1 1.5 2 o 3
t(s)
x10% Articulacién 2
= T T T T
\28/5.2— SMJ
34.8 1 1 L L - - _gf
0 0.5 1 1.5 2 o 3
t(s)
x10* Articulacién 3
/E\ 2+ T T T T "
Z SM
Eis . ‘ . . CC oL
0 0.5 1 1.5 2 o 3
t(s)
Articulacion 4

'E\ 1000 T : r . .

z OM sm| |

5 = = = NE

1 -1000 L L L L - - —FL

0 0.5 1 1.5 2 o 3

Figura 9: . Resultados obtenidos en la simulacion en los tres métodos distintos.

También se les solicita que expliquen el porqué de los pares que aumentan y los que disminuyen, para que
aprendan a relaciones los valores obtenidos con las posiciones articulares distintas que tienen cada una de las
articulaciones en cada una de las posiciones por las que pasa la gria. Se puede apreciar facilmente como la
articulacién 1 baja en par, conforme baja su valor, y como las tres restantes aumentan, al extender el brazo
telescdpico de la grda.

3. Resultados

Este trabajo se lleva solicitando a los estudiantes del Grado en Ingenieria Mecanica desde hace tres cursos. La
experiencia adquirida hasta ahora muestra que la curva de aprendizaje es lenta, y en principio no se ve la
importancia de la ayuda que permite el uso de herramientas informaticas y programas de disefio en 3D.

Una vez que va avanzando el curso, y se avanza en el desarrollo de las primeras practicas se comprende la
importancia del uso de las herramientas utilizadas y la facilidad con la que se puede resolver problemas de una
complejidad media.

Respecto a los resultados de evaluacion, los estudiantes que aprueban el trabajo no tienen dificultad para aprobar
también las pruebas finales escritas que se realizan al final del curso.

4. Conclusiones

Las practicas realizadas en la asignatura y la propuesta de este trabajo a los estudiantes consiguen obtener varios
objetivos fundamentales: que aprendan la importancia de los conceptos relacionados con la cinematica y cinética
de la particula, de los sistemas de puntos y del solido rigido tridimensional, asi como los métodos de Newton-
Euler y de Euler-Lagrange para la resolucion de la dinamica de sistemas multicuerpo. Por otro lado, que vean la
importancia del uso de las herramientas informaticas para poder resolver problemas que se vuelven complejos,
cuando aumenta el nimero de sdlidos rigidos y articulaciones de un sistema mecanico en movimiento.

Como trabajos futuros se proponen la ampliacién de las caracteristicas de los proyectos propuestos, introduciendo
nuevos grados de libertad, de manera que se combinen cadenas cinematicas abiertas y cerradas, asi como el
modelado de los actuadores lineales y cilindros hidraulicos.
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