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En los últimos años, están surgiendo cada vez más líneas de investigación en el ámbito de los 

manipuladores paralelos flexibles. Estos manipuladores flexibles comparten ciertas similitudes con 

sus homólogos rígidos, como pueden ser la multiplicidad de soluciones del problema cinemático 

directo, denominadas comúnmente modos de ensamblado. Si bien en los mecanismos flexibles 

planos ya existen métodos, en general numéricos, para obtener los modos de ensamblado del 

mecanismo, hasta ahora no se abordado esta problemática en el caso de los espaciales. 

En este artículo, los autores presentan un procedimiento de resolución de los diferentes modos de 

ensamblado del hexápodo flexible 6-PFS. Dicho manipulador constituye la versión flexible de la 

clásica plataforma paralela Gough-Stewart, sustituyendo las cadenas cinemáticas prismáticas de 

la versión clásica, por unas barras esbeltas flexibles actuadas mediante guías lineales en su extremo 

inferior y conectadas a la plataforma móvil por pares esféricos en su extremo superior. La 

resolución del problema cinemático directo de este hexápodo flexible implica resolver un sistema 

de ecuaciones diferenciales que aseguran el cumplimiento de dos condiciones; por un lado, la 

condición de ensamblado geométrico, y por otro, la condición de equilibrio estático. 

El procedimiento propuesto en este trabajo es un método de resolución de carácter numérico en el 

que se distinguen dos etapas. En una etapa inicial, imponiendo la condición de que las deformadas 

de cada barra se mantengan en su plano de referencia, se resolverán las soluciones posibles 

asociadas a la localización de la plataforma móvil mediante el modelo de deformación de Kirchhoff. 

En una etapa posterior, y utilizando como punto de partida cada una de las soluciones previamente 

obtenidas, se irá alterando la localización de la plataforma móvil y se buscará aquella solución 

para la cual las dos condiciones de ensamblado geométrico y equilibrio estático se cumplan. La 

fase de variación de la localización de la plataforma móvil se puede abordar a su vez de dos formas 

diferentes: o bien estableciendo una determinada trayectoria que debe trazar la plataforma móvil, 

o bien estableciendo una propagación radial automática desde la configuración centrada hasta el 

extremo de un radio de acción que el usuario establezca. El método propuesto en este trabajo nos 

permite obtener múltiples soluciones o modos de ensamblado del hexápodo flexible, objetivo que 

hasta ahora no se había conseguido en el campo de los manipuladores paralelos espaciales 

flexibles. 
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1. Introducción 

Los manipuladores paralelos flexibles (más conocidos como Parallel Continuum Manipulators, PCMs) son un 

tipo de robot paralelo que, a diferencia de los robots convencionales formados por elementos rígidos, incorporan 

elementos flexibles como barras flexibles, cables, o muelles para conectar el elemento terminal rígido a sus 

actuadores [1]. Estos manipuladores ofrecen una gran versatilidad a la vez que flexibilidad y precisión en la 

manipulación de objetos, por lo que tienen un gran potencial en diversos campos como la medicina, la industria 

aeroespacial y, en especial, en entornos colaborativos robot-humano, como es el caso de los llamados CoBots. 

Los PCMs pueden tener diferentes configuraciones de diseño, constando, en general, de una plataforma fija y una 

plataforma móvil conectadas por varios elementos flexibles, en una morfología de cadena cerrada típica de la 

cinemática paralela. En la referencia [2] se presenta una exhaustiva revisión bibliográfica de los trabajos existentes 

en el ámbito de los manipuladores paralelos flexibles, además de proponer una posible notación para sus diferentes 

tipologías. Hasta ahora, la mayoría de los trabajos se han centrado en manipuladores flexibles planos [3˗6], y en 

el caso de los espaciales, el más estudiado ha sido el manipulador hexápodo flexible [1, 7˗9] formado por seis 

barras esbeltas flexibles que conectan con la plataforma móvil, y cuya estructura cinemática tiene ciertas 

similitudes con la clásica plataforma paralela Gough-Stewart. 

Si bien el análisis de la plataforma clásica Gough-Stewart ha sido abordado por múltiples autores desde hace varios 

años [10], tratando de resolver su cinemática directa al completo (varios autores han llegado a la conclusión de 

que la plataforma Gough-Stewart presenta un máximo de 40 soluciones), en el caso del manipulador hexápodo 

flexible todavía queda pendiente la resolución de su problema cinemático directo. En este trabajo, esta cuestión es 

precisamente la que abordaremos, proponiendo una metodología para obtener las distintas soluciones del problema 

directo del hexápodo flexible 6-PFS. Asimismo, se analizará la estabilidad de dichas soluciones, constatando el 

gran número de soluciones que, a pesar de ser posiciones de equilibrio, resultan ser inestables y, por tanto, no útiles 

en la práctica. 

De entre los métodos existentes para analizar los manipuladores con barras flexibles, utilizaremos en este trabajo 

el modelizado en base a la teoría de Cosserat [11], en el cual la deformación de los elementos flexibles se expresa 

mediante un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales. La metodología de resolución se basa en un proceso 

numérico iterativo partiendo de un valor inicial de tanteo de ciertas variables de integración y minimizando un 

vector de residuos en el que se engloban el sistema de ecuaciones diferenciales que asegura la compatibilidad de 

las condiciones geométricas de montaje y el equilibrio del sistema en su conjunto. 

2. Bases del análisis cinemático del hexápodo flexible 

2.1. Modelización de la deformación de barras según teoría de Cosserat  

Para realizar el análisis de un mecanismo formado por elementos flexibles esbeltos, en nuestro caso las barras 

flexibles que conformarán las cadenas cinemáticas, es necesario disponer de un modelo cinemático que establezca 

la deformada de la barra cuando está sometida a un conjunto de cargas externas. El modelo de Cosserat es una 

forma clásica de abordar este problema, cuya expresión matemática difiere en función de si la barra se discretiza 

con elementos finitos [12] o si trabajamos con la expresión continua de la misma [13], siendo la segunda más 

precisa. Aquí se considera la simplificación para el caso cuasiestático. 

La deformada de una barra se define mediante una curva paramétrica en el espacio p(s) que es función de la 

longitud de arco s, y por una matriz de rotación R(s) que define la orientación de la sección trasversal (ver Fig. 1). 

Derivando ambas funciones respecto de s, se obtienen las variables que definen la deformación longitudinal, v, y 

de curvatura, u, entre secciones transversales de la barra:  

 p' = Rv (1) 

 R' = RU = Rû (2) 

Donde: 

𝐔 = [

0 −𝑢𝑧(𝑠) 𝑢𝑦(𝑠)

𝑢𝑧(𝑠) 0 −𝑢𝑥(𝑠)

−𝑢𝑦(𝑠) 𝑢𝑥(𝑠) 0
] 
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Figura 1: Barra flexible según la teoría de Cosserat. 

 

Las relaciones constitutivas son aquellas que expresan la relación que existe entre las deformaciones y las tensiones 

en un punto material. Dado que la modelización de Cosserat supone rígida la sección transversal, las relaciones 

constitutivas se pueden establecer entre los esfuerzos internos y las magnitudes ∆v  y ∆u. Una descripción más 

detallada de las ecuaciones que aquí se obtienen se puede encontrar en [4]. 

n =R KSE∆v = R KSE(v-v0) (3) 

m =R KBT∆u = R KBT(u-u0) (4) 

donde v0 y u0 son valores en la configuración libre de tensiones. 

Aplicando las ecuaciones de equilibrio estático a una porción diferencial de longitud de la barra sometida a una 

fuerza y momento distribuidos, 𝒇(𝑠) y 𝒍(𝑠), respectivamente, se llega al siguiente sistema de ecuaciones 

diferenciales: 

n' + f = 0 (5) 

m' + p'×n + l = 0 (6) 

Sustituyendo las Ecs. (3), (4) en (5), (6), reordenando, y considerando Ecs. (1) y (2) se llega al siguiente sistema 

de ecuaciones diferenciales: 

p' = Rv 

(7) 

R' = Rû 

n' =  - f 

m' = - p'×n - l 

donde 

v = KSE
-1RTn + v0 (8) 

u = KBT
-1 RTm + u0 (9) 
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Si no existen cargas aplicadas a lo largo de la barra, lo que es habitual en mecanismos paralelos flexibles, la barra 

está recta en estado libre de tensiones, y si el material tiene propiedades constantes, se obtienen varias 

simplificaciones (Ecs. (10)-(13)) definiendo el llamado modelo de Kirchhoff. 

p' = R𝒆𝟑 

(10) 

R' = Rû 

n' = 0 

u' = - KBT
-1 (ûKBTu + 𝒆̂𝟑𝑹

𝑻𝒏) 

Mediante integración numérica se resuelve la deformada de la barra, así como la evolución de los esfuerzos 

internos. Se trata de un problema de contorno donde el valor de algunas variables se impone en el extremo inicial 

s = 0, y el valor de otras en el extremo opuesto s = L. Este problema, en general, no tiene solución única y requiere 

de un método numérico de resolución como el método de disparo o “shooting method”. 

Es habitual usar cuaterniones unitarios 𝒒̃ = [𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3] para expresar la orientación de la sección trasversal en 

el caso de barras espaciales, siendo entonces la matriz de rotación: 

R = I+
2

|𝒒̃|2
[

−𝑞2
2 − 𝑞3

2 𝑞1 𝑞2 − 𝑞0 𝑞3 𝑞1 𝑞3 + 𝑞0 𝑞2
𝑞1 𝑞2 + 𝑞0 𝑞3 −𝑞1

2 − 𝑞3
2 𝑞2 𝑞3 − 𝑞0 𝑞1

𝑞1 𝑞3 − 𝑞0 𝑞2 𝑞2 𝑞3 + 𝑞0 𝑞1 −𝑞2
2 − 𝑞2

2

] (11) 

Por otro lado, la derivada del cuaternión unitario 𝒒̃ respecto a s resulta: 

𝑑𝒒̃

𝑑𝑠
=
1

2
𝒒̃𝒖̃ = 

1

2

[
 
 
 
 
0 −𝑢𝑥 −𝑢𝑦 −𝑢𝑧
𝑢𝑥 0 𝑢𝑧 −𝑢𝑦
𝑢𝑦 −𝑢𝑧 0 𝑢𝑥
𝑢𝑧 𝑢𝑦 −𝑢𝑥 0 ]

 
 
 
 

{

𝑞0
𝑞1
𝑞2
𝑞3

} (12) 

Por tanto, tenemos el vector de variables dependientes 𝒚 = {𝒑 𝒒̃ 𝒏 𝒖} y la función no lineal 𝑓(𝑠, 𝒚) de Ec. (10) 

definiendo un sistema de ecuaciones diferenciales que debe integrarse a lo largo de la variable 𝑠 en [0, 𝐿], 

𝑑𝒚

𝑑𝑠
= 𝑓 = 

{
 
 

 
 

R𝒆𝟑
1

2
𝒒̃𝒖̃ 

𝟎
- KBT

-1 (ûKBTu + 𝒆̂𝟑𝑹
𝑻𝒏)}

 
 

 
 

 (13) 

 

2.2. Análisis del hexápodo flexible con barras de Cosserat 

Consideremos a continuación un manipulador paralelo tipo hexápodo (ver Fig. 2a) formado por 6 barras flexibles 

𝐴𝑖𝐵𝑖  que conectan la plataforma móvil a la base, controlando el movimiento de la plataforma móvil mediante un 

actuador lineal en cada una de las barras flexibles que desplaza su extremo 𝐴𝑖. Este manipulador bajo estudio es 

el hexápodo flexible 6-PFS, donde P y S hacen referencia a las juntas prismática y esférica respectivamente, y F 

indica la propia flexibilidad de la barra. Se puede apreciar cómo este manipulador tiene similitudes con la clásica 

plataforma paralela Gough-Stewart [10]. 

Asociando un sistema móvil a la plataforma móvil en un punto de referencia 𝑃, se puede definir su orientación 

mediante una matriz de rotación 𝑹𝐸𝐸  o con un cuaternión unitario 𝒆̃. El vector de posición de los puntos extremos 

distales 𝐵𝑖 , expresado en el sistema móvil es 𝒓𝑖. Por otro lado, el vector 𝒂𝑖 define, en el sistema fijo, la localización 

de los extremos ligados a los actuadores, puntos 𝐴𝑖. Al resolver el problema de posición de estos mecanismos 

flexibles, hay que tener en cuenta que para que una posición del mecanismo sea válida las deformadas de las barras 

deben cumplir dos condiciones: una configuración geométrica posible de la unión de dichas barras con la 

plataforma móvil, y que el sistema cumpla la condición de equilibrio estático. En relación a la primera condición, 

para localizar los puntos 𝐵𝑖  se establece: 
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𝒑𝑃 + 𝑹𝐸𝐸𝒓𝑖 = 𝒂𝑖 + 𝒑𝑖(𝐿𝑖)       𝑖 = 1, … , 6 (14) 

Donde 𝒑𝑖(𝐿𝑖) define la localización del extremo distal 𝐵𝑖 , partiendo del extremo proximal 𝐴𝑖 y aplicando el modelo 

de deformación previamente descrito. 

Además, se deben incluir las condiciones geométricas asociadas a la unión de los extremos de las barras con la 

plataforma móvil. En nuestro caso, la conexión es mediante juntas esféricas, lo que implica la condición de 

momento nulo en los extremos distales. Sabiendo que u = KBT
-1 RTm, se puede establecer que la curvatura es: 

𝒖𝑖(𝐿𝑖) = 0      𝑖 = 1, … , 6 (15) 

Respecto a las condiciones de equilibrio estático, éstas deben establecerse para el mecanismo en su conjunto. El 

elemento terminal está sujeto a una carga externa 𝑭𝑒𝑥𝑡 en el punto 𝑃, y a un momento aplicado 𝑴𝑒𝑥𝑡 , así como 

reacciones y momentos en los extremos 𝐵𝑖  debido a la deformación de las barras, que se denotan con 𝒏𝑖(𝐿𝑖) y 

𝒎𝑖(𝐿𝑖) respectivamente. El equilibrio estático viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones (16): 

∑𝒏𝑖(𝐿𝑖) −

𝑁

𝑖=1

𝑭𝑒𝑥𝑡 = 0 

(16) 

∑[(𝒂𝑖 + 𝒑𝑖(𝐿𝑖)) × 𝒏𝑖(𝐿𝑖) +𝒎𝑖(𝐿𝑖)] − 𝒑𝑃 × 𝑭𝑒𝑥𝑡 −

𝑁

𝑖=1

𝑴𝑒𝑥𝑡 = 0 

Por tanto, el problema de posición engloba las condiciones geométricas de localización de los extremos distales 

(14), las condiciones geométricas de conexión con la plataforma móvil (15), y las condiciones de equilibrio estático 

del mecanismo (16). Teniendo 𝑁 = 6 barras, suponen 6𝑁 + 6 = 42  condiciones. Si, además, la orientación de la 

plataforma 𝑹𝐸𝐸 se expresa mediante un cuaternión unitario 𝒆̃, se debe añadir la condición de normalización (17), 

resultando en un total de 43 condiciones. 

𝑒0
2 + 𝑒1

2 + 𝑒2
2 + 𝑒3

2 = 1 (17) 

Para la resolución, que sigue un proceso iterativo, se establece un vector de residuos 𝒈𝑟𝑒𝑠, Ec. (18), en un orden 

específico para disminuir el coste computacional, que contiene el siguiente sistema de ecuaciones: 

𝒈𝑟𝑒𝑠 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝒑𝑖(𝐿𝑖) − 𝒑𝑃 − 𝑹𝐸𝐸𝒓𝑖 + 𝒂𝑖
𝒖𝑖(𝐿𝑖)
⋮

∑𝒏𝑖(𝐿𝑖) −

𝑁

𝑖=1

𝑭𝑒𝑥𝑡

∑[(𝒂𝑖 + 𝒑𝑖(𝐿𝑖)) × 𝒏𝑖(𝐿𝑖) + 𝒎𝑖(𝐿𝑖)] − 𝒑𝑃 × 𝑭𝑒𝑥𝑡 −

𝑁

𝑖=1

𝑴𝑒𝑥𝑡

𝑒0
2 + 𝑒1

2 + 𝑒2
2 + 𝑒3

2 − 1 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 (18) 

Debido a la integración involucrada en cada barra, se trata de resolver un problema de contorno. El vector de 

variables dependientes se debe integrar a lo largo de la longitud de cada barra mediante Runge-Kutta, partiendo 

de los valores en el extremo 𝑠 = 0, 𝒚𝑖(0) = {𝒑 𝒒̃ 𝒏 𝒖}. Mientras que (𝑭𝑒𝑥𝑡 , 𝑴𝑒𝑥𝑡) son datos conocidos, las 

variables de salida (𝒑𝑃, 𝒆̃) serán conocidas o incógnitas a resolver dependiendo del problema cinemático que se 

esté abordando (problema inverso o directo). Se aplica un método de disparo, verificando en cada iteración el valor 

del vector de residuos, 𝒈𝑟𝑒𝑠, repitiendo el proceso iterativamente y actualizando los datos de partida. El proceso 

finaliza cuando los valores del vector de residuos son menores a una cierta tolerancia. Es aconsejable la utilización 

del método de Newton en el cual un valor de partida conocido se puede usar al iniciar el proceso sirviendo como 

valor estimado para obtener la solución más cercana a una dada. 

3. Resolución del PCD del hexápodo flexible 

El Problema Cinemático Directo (PCD) consiste en, teniendo como datos los valores de entrada, es decir, la 

longitud de cada prismático 𝜌𝑖, determinar la localización del elemento terminal, esto es, posición 𝒑𝑃 del punto 𝑃 

de referencia y orientación de la plataforma móvil dada por el cuaternión unitario 𝒆̃. También deben establecerse 
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como datos unos valores concretos de carga. En nuestro caso, por simplificar, se ha supuesto carga nula. Para 

comenzar el problema de valor de contorno del vector de residuos 𝒈𝑟𝑒𝑠 de la Ec. (18), se requieren valores de 

partida de las variables 𝒖𝑖(0) y 𝒏𝑖(0) de cada barra, así como valores estimados de la posición y orientación de la 

plataforma (𝒑𝑃 y 𝒆̃), siendo un total de 43 valores a obtener con el sistema de 43 ecuaciones de (18). 

El método de Newton utilizado en el método de disparo requiere la evaluación de la matriz Jacobiana de la función 

del vector de residuos respecto de las variables del problema, esto es, los valores de partida definidos en Ec. (19). 

𝒗𝑝𝑎𝑟𝑡 = {

 𝒖𝑖(0)
𝒏𝑖
𝒑𝑃
𝒆̃

} (19) 

En este proceso numérico, tras cada iteración 𝑗, los valores de partida se actualizan según: 

𝒗𝑝𝑎𝑟𝑡
𝑗+1

= 𝒗𝑝𝑎𝑟𝑡
𝑗

− 𝑱−1𝒈𝑟𝑒𝑠
𝑗

 (20) 

repitiendo el proceso hasta que 𝒈𝑟𝑒𝑠 sea menor a una tolerancia especificada. 

En el procedimiento propuesto en este trabajo se distinguen dos etapas. En una etapa inicial, imponiendo la 

condición de que la deformada de cada barra se mantenga en su plano de referencia, se obtienen, mediante el 

modelo de deformación de Kirchhoff explicado en la Sección 2.1, una serie de soluciones posibles (también 

llamadas modos de ensamblado). Dichas soluciones se muestran en la Fig. 2. Téngase en cuenta que algunas de 

estas soluciones están asociadas a deformaciones en las barras con modos de pandeo superior a 1 (hemos limitado 

a 3 el modo de pandeo máximo). Las soluciones mostradas se corresponden a un mismo valor en todas las entradas, 

que en este caso sería nulo. Por ello, se puede apreciar en la Fig. 2, que la plataforma móvil se mantiene horizontal 

y centrada en cada una de las soluciones posibles. 

 

 

 
 

(a) (b) (c) 

 

 

 

(d) (e) (f) 

Figura 2: Soluciones del hexápodo flexible con barras deformadas en su plano de referencia (1ª etapa) 

En el caso de imponer unas entradas con valores diferentes, el procedimiento se inicia exactamente igual, es decir, 

obteniendo en esta primera etapa el conjunto de soluciones para valores de entrada nulos que asegura que la 

deformada de las barras se mantenga en su plano. A continuación, se introducirían las entradas no nulas y se 

obtendrían, por ejemplo, las soluciones mostradas en la Fig. 3 con entradas: 𝜌1,2,3 = 0,05 𝑚 y 𝜌4,5,6 = 0.  
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En la segunda etapa, se tomará como punto de partida cada una de las soluciones obtenidas en la fase inicial, y se 

irá alterando la localización de la plataforma móvil hasta conseguir una nueva solución para la cual se minimice 

el vector de residuos 𝒈𝑟𝑒𝑠. Para ello, supongamos que partimos de una posición P de la plataforma móvil y 

movemos ésta, trazando una trayectoria recta, hasta una nueva posición P’, manteniendo constante el valor de las 

entradas 𝜌𝑖. En la posición de partida P, conocemos: localización de la plataforma (posición, 𝒑𝑃, y orientación, 

𝒆̃); los valores 𝜌𝑖 de cada entrada prismática; y las seis componentes de la carga 𝑭𝑒𝑥𝑡  𝑦 𝑴𝑒𝑥𝑡  (de valor 0 puesto 

que suponemos carga nula). Según movemos la plataforma en línea recta hacia una nueva posición P’, 

manteniendo constantes las entradas 𝜌𝑖, se conocen en cada paso de discretización las coordenadas (𝑥𝑃, 𝑦𝑃 , 𝑧𝑃) del 

punto central de la plataforma, se mantendrá el valor nulo en las tres componentes del momento  𝑴𝑒𝑥𝑡 , y las 

incógnitas que se van obteniendo se corresponden con las tres componentes de la fuerza, 𝑭𝑒𝑥𝑡 , así como la 

orientación de la plataforma, 𝒆̃. Se puede decir que se va resolviendo un problema mixto de posición y carga. 

Durante este proceso, se va monitorizando el valor de la fuerza 𝑭𝑒𝑥𝑡 , de manera que en el momento en que las tres 

componentes de dicha fuerza se anulen, la plataforma estará en una posición de equilibrio estático y habremos 

entonces obtenido una nueva solución. Al ser un proceso numérico, lo normal es obtener unos valores próximos a 

cero en la 𝑭𝑒𝑥𝑡  según nos acercamos a la solución, y es entonces cuando el programa impone la condición de carga 

nula y se refina la posición hasta converger a aquella para la cual se cumple dicha condición. 

De manera similar, se pueden establecer trayectorias de búsqueda de nuevas soluciones en las que se varía la 

orientación de la plataforma y se va resolviendo la posición central de ésta, 𝒑𝑃, y  el valor de 𝑴𝑒𝑥𝑡 , o trayectorias 

que combinen una variación tanto lineal como angular de la plataforma cubriendo un volumen de búsqueda. 

Asimismo, se ha implementado en el procedimiento la posibilidad de realizar una propagación radial automática 

(ver Fig. 4), donde se establece un radio de acción para el barrido de posibles posiciones, y se va monitorizando la 

evolución de las cargas exteriores (en la Fig. 4, en la parte derecha, se muestra la evolución de la 𝑭𝑒𝑥𝑡), hasta 

detectar soluciones para las cuales la carga se anula. A modo de ejemplo, se muestran en la Fig. 5, las distintas 

soluciones encontradas en esta 2ª etapa, habiendo tomado como solución de partida aquella mostrada en la Fig. 2f. 

De esta manera, se han obtenido (habiendo considerado los tres primeros modos de pandeo), un total de 112 

soluciones del problema directo para un valor en las entradas. Siendo un procedimiento numérico no certificado, 

no podemos asegurar que éste sea el máximo número de soluciones, pero da una idea del elevado número de 

soluciones posibles y de la complejidad asociada a la cinemática directa de este tipo de manipuladores flexibles 

espaciales. 

 

  
 

(a) (b) (c) 

  

(d) (e) 

Figura 3: Soluciones del hexápodo flexible con entradas diferentes (1ª etapa) 
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Figura 4: Proceso de propagación radial para búsqueda de soluciones en la 2ª etapa 

 

 

Figura 5: Distintas soluciones del PCD obtenidas en la 2ª etapa 

 

4. Análisis de estabilidad de las soluciones 

Es importante resaltar que no todas las soluciones obtenidas son soluciones efectivas en la práctica. La solución 

obtenida es una solución de equilibrio estático de un sistema elástico, y es necesario comprobar si ese equilibrio 

es estable o no. En este tipo de manipuladores flexibles muchas de ellas son soluciones inestables, de forma que 

ante una pequeña perturbación no son capaces de mantener su configuración y pueden dar lugar a cambios bruscos 

de posición. Por tanto, es necesario evaluar la estabilidad de las soluciones obtenidas. 

Para ello, hemos realizado dos comprobaciones. Una de ellas basada en el cálculo de la matriz de rigidez, de forma 

que, para cada configuración analizada, se impone una pequeña variación de la carga (fuerza o momento) y 

teniendo en cuenta el desplazamiento generado (lineal o angular) se puede obtener la rigidez correspondiente. 



M. Urizar et al. CNIM XXV 

9 

 

Analizando los términos de la matriz de rigidez, tendremos una solución estable si los términos de su diagonal son 

no nulos y a su vez el determinante de la matriz es mayor a cero. Por otro lado, la segunda comprobación se ha 

realizado con el cálculo de la energía elástica de las barras. En este caso, se ha comparado el valor de la energía 

elástica de una configuración bajo estudio, con aquellas soluciones adyacentes a ella, de forma que la configuración 

analizada será estable si tiene asociada un valor mínimo de la energía elástica, tal y como se muestra en la Fig. 6, 

donde la solución analizada se corresponde con el valor mínimo de energía (punto verde central representa el valor 

de dicha energía, en comparación con los puntos adyacentes que son los valores para las soluciones próximas). 

Cuando ambos criterios, tanto el de rigidez como energía elástica, se cumplen podemos asegurar que dicha 

solución será estable. Cabe resaltar que la gran mayoría de las soluciones que se obtienen son inestables. En 

concreto, del total de 112 soluciones obtenidas, sólo 9 han resultado ser estables. Intuitivamente puede tener su 

lógica puesto que numerosas soluciones obtenidas son configuraciones con barras muy “retorcidas”, de forma que 

ante una pequeña perturbación es previsible que cambiasen de manera brusca a otro modo de pandeo para el cual 

las barras estén más extendidas. 

 

Figura 6: Análisis de estabilidad mediante el criterio de mínima energía elástica 

 

5. Conclusiones 

En este trabajo, se ha presentado un procedimiento numérico para la resolución del problema cinemático directo 

de manipuladores paralelos flexibles tipo hexápodo, haciendo uso del hexápodo flexible 6-PFS como ejemplo 

ilustrativo. Basándonos en la modelización de barras flexibles de Cosserat, se obtiene un sistema de ecuaciones 

diferenciales compuesto por las condiciones necesarias que aseguran que una determinada configuración se 

corresponda con una determinada solución de la cinemática directa, esto es, verifica la condición de ensamblado 

geométrico y, adicionalmente, cumple la condición de equilibrio estático. La metodología de resolución propuesta, 

basada en un proceso numérico iterativo de minimización de un vector residual, se divide en dos etapas principales: 

la primera de ellas, obtiene una serie de soluciones del problema directo que aseguran que la deformación  de cada 

una de las barras flexibles se mantenga en su plano de referencia; la segunda etapa, hace uso de las soluciones 

previamente obtenidas, de manera que usando éstas como punto de partida y manteniendo constante el valor de 

las entradas, realiza una búsqueda de nuevas soluciones al ir alterando la localización de la plataforma móvil y 

obteniendo aquellas configuraciones para las cuales la condición de equilibrio estático se cumple. Posteriormente, 

se evalúan las soluciones obtenidas de cara a extraer aquellas soluciones que son estables. Este procedimiento nos 

ha permitido obtener un total de 112 soluciones del problema directo, verificando que sólo 9 de ellas son soluciones 

estables. Al ser un proceso numérico no certificado, no podemos asegurar que 112 sea el número máximo de 

soluciones que se puede llegar a obtener, pero sí nos permite vislumbrar la elevada cantidad de soluciones que 

presenta este tipo de manipuladores, además de constatar cómo la gran mayoría de éstas no son soluciones estables 

y, por tanto, no son efectivas en la práctica.  
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