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En las ultimas décadas, se ha observado un notable aumento en el volumen de publicaciones
académicas que utilizan actuadores piezoeléctricos en estructuras con el proposito de atenuar
vibraciones. En general, se utilizan de forma pasiva o semiactiva mediante la conexion a circuitos
de derivacion o shunt; aunque también pueden utilizarse de forma activa aplicando directamente
tensiones en el actuador piezoeléctrico.

En este trabajo se presenta un caso de estudio simple, consistente en la aplicacion de un control de
tipo LOR/LOG en una estructura consistente en una viga en voladizo a la que se ha fijado un parche
piezoeléctrico muy cercano a la raiz del empotramiento. Esta viga es perturbada a través de su base
(con aceleracion de magnitud acotada pero desconocida) y la mision de la actuacion del
piezoeléctrico es atenuar la vibracion del extremo libre de la viga en voladizo.

Como es habitual en este tipo de estudios, la capacidad del control para cancelacion de vibraciones
se mide mediante el cociente de las PSD del extremo libre frente a la excitacion de la base. En el
trabajo se comprueba que el desemperio del control LOR/LOG es razonable para esta aplicacion.
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1. Introduccion

Desde el descubrimiento del efecto piezoeléctrico directo [1] e inverso [2] en el siglo XIX, en que se determind
que un material piezoeléctrico trabaja como transductor bidireccional entre los dominios eléctrico y mecéanico de
modo que pueden servir como sensores y como actuadores electromecanicos, a este tipo de material se le
consideran materiales inteligentes y tienen numerosas utilidades practicas en la actualidad, fruto de trabajos de
caracterizacion y normalizacion [3], en especial en su uso considerado en régimen lineal sin considerar fenomenos
disipativos en ninguno de los dos dominios en que trabaja.

La aplicacion de interés en este caso es su uso como actuador para la atenuacion de vibraciones en estructuras
ligeramente amortiguadas. En este respecto, existen trabajos que abordan la actuacion del piezoeléctrico como un
elemento fundamentalmente capacitivo, maximizando entonces la disipacion de energia mecéanica de las
vibraciones a través de su vertiente eléctrica afiadiéndole circuitos de derivacion resistivos (R) o resistivos-
inductivos (RL, también conocidos como resonantes al crear un circuito RLC) [4-5] por cada modo de vibracion
[6]. Estos son los enfoques conocidos como pasivos, aunque para las frecuencias bajas tipicas de los primeros
modos de vibracion de algunas estructuras se requieren valores de inductancia muy altos y poco practicos de
construir, que se abordan mas bien mediante un enfoque semiactivo realizando el comportamiento inductivo de
forma sintética a través de amplificadores operacionales [7-8], los cuales también permiten sintetizar capacidades
negativas dirigidas a suprimir el caracter capacitivo del material piezoeléctrico [9]. Este tipo de metodologias son
conocidas y se pueden encontrar explicadas en detalle en manuales como [10-11].

El manual [11] dedica también un capitulo al uso de controles de tipo LQR (Linear Quadratic Regulator) y LQG
(Linear Quadratic Gaussian, que es un controlador LQR al que se le afiade estimacion de estados internos
mediante Filtro de Kalman) para el control de vibraciones. No obstante, la aplicabilidad en el mencionado trabajo
termina en osciladores y péndulos invertidos. Otros trabajos mas recientes ejecutan estos controles en vigas en
voladizo como la que se utiliza en este estudio, pero se observa una notable ausencia en los mismos de ser excitados
mediante fuerzas en la base (cuya influencia se mide a través de la aceleracion experimentada en la base) y medidos
en la punta a través de acelerometros.

Como ya se ha adelantado, en este estudio se pretende analizar el control LQR y LQG sobre una viga en
condiciones empotrada-libre (en voladizo), que recibe perturbaciones desde su base y que tiene un actuador
piezoeléctrico fijado en la raiz del empotramiento, el cual se excita de forma activa aplicando tensiones eléctricas
comandadas por las acciones de control. Adicionalmente, se aplican limitaciones en la capacidad de control de
forma externa al controlador puesto que estas arquitecturas de control son muy eficaces, pero no atienden a
restricciones. Esto se hara de forma simulada, y se medira la eficiencia en la atenuacién de vibraciones mediante
el cociente de PSD (Power Spectral Density) del extremo libre frente a la excitacion, tanto del sistema controlado
como no controlado, considerando un solo modo de vibracion en el analisis, que puede ser de interés en otras
aplicaciones.

El resto de este trabajo se estructura como sigue: en la Seccion 2 se modela el sistema en el dominio de la
frecuencia, con atencion al calculo del acoplamiento electromecéanico piezoeléctrico, introduciendo también el
principio practico de uso del controlador LQR vy el filtro de Kalman, con el que se consigue el controlador LQG.
La Seccion 3 introduce un ejemplo de aplicacion en que se observa como los controles ofrecen resultados similares,
con la diferencia de que solo el control LQG seria técnicamente factible si se emplean acelerometros para medida
de las salidas. La Seccién 4 muestra los resultados obtenidos mediante estos controles, acabando en la Seccion 5
con unas breves conclusiones y lineas de trabajo propuestas para la aplicacion practica de estos controles.

2. Modelado

Esta seccion describe el modelado matematico del sistema que se analiza, a partir del modelo de viga de Euler-
Bernoulli en voladizo (empotrada-libre), sometida a aceleraciones en su base y con un actuador piezoeléctrico
fijado lo mas cerca posible a este extremo fijo, que introduce momentos que pueden considerarse puntuales en los
dos extremos de esta union piezoeléctrico-viga. Se disponen acelerémetros de medicion en la mitad de su longitud
suspendida y en su extremo, tal como puede verse en el diagrama de la Figura 1, aunque en este trabajo solo se
utilizaran las mediciones del extremo.
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Figura 1: Diagrama sucinto de la disposicion de elementos en el sistema bajo estudio.
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Para facilitar el control, el sistema se presenta en espacio de estados y se introducen los conceptos basicos minimos
indispensables para comprender estas estrategias de control y su utilidad en la aplicacion practica en este trabajo.

2.1. Viga de Euler-Bernoulli con momentos externos

El modelo de viga de Euler-Bernoulli de la Ecuacion (1), con momentos externos aplicados afiadidos M, calcula
deflexioén de una viga (unidimensional) w(x,t) segun coordenadas longitudinales y temporales, mediante una
ecuacion en derivadas parciales

*w(x,t) Sw(x,t) Pwxt)

oMq
axt +vi atdx* tp a2z f ax (M

EIl

Siendo E es el modulo de elasticidad, 7 el momento de inercia de la seccién de la viga, v es el coeficiente de
Poisson, y p es la masa de la viga por unidad de longitud. Las acciones f y M, son, respectivamente, fuerzas y
momentos aplicados por unidad de longitud en la viga. El término M, se introduce debido a las acciones del
piezoeléctrico en la viga. Esta Ecuacion (1) queda mas sencilla de leer utilizando notacion de Newton (*) para
derivadas temporales y la notacion de Lagrange ( ') para derivadas espaciales. Entonces, obviando ademas las
dependencias de la deflexion w, la Ecuacién (1) queda

EIw™) +vIw') +pw = f+ M, )

que se puede resolver mediante separacion de variables, resultando w(x,t) descompuesta en suma de funciones
de forma modal W;(x) y coordenadas modales g;(t) para cada modo i (superposicion modal), de modo que si se
consideran n modos de vibracion (truncamiento modal), se tiene

w(x 1) = XL, Wi(x)q:(t) (©)

En condiciones de contorno empotrado-libre, la forma modal W;(x) se puede expresar [12] como

. . in(B;1)+sinh(B;l
Wi(x) = sin(Bix) — sinh(B;x) — ST B (cos(Bix) — cosh(Bix)) 4)

siendo los valores de 5; dados en la mencionada referencia para cada modo. Asi, la Ecuacion (3) se puede introducir
en (2) y, mediante integracion a lo largo de la viga e identificando los parametros de adimensionalizacién como
wf = EIf/py 2§iw; = VIS /p, se tiene

. . 1 1 ,
G + 2§ w;q; + wiq; = Efo Wi(f+ M, )dx (5)

ecuacion que no queda completamente adimensionalizada porque las masas modales afectan a las fuerzas y

. . 1 . .
momentos aplicados. No obstante, por definicion, la masa modal m; = p [ 0 W2dx equivale a la masa suspendida
de la viga para cualquier modo de vibracion empotrado-libre.

Las fuerzas aplicadas f son las fuerzas de inercia debidas a las aceleraciones en la base del extremo empotrado
(ap, siendo f = —pa,), de modo se puede denominar Q; al efecto masa causado por la inercia

l
Qi =—p J, Wdx (6)
resultando entonces
1l ;
ol Wifdx =L, @)

El afiadido del piezoeléctrico supone entonces que los momentos aplicados M,’, tras un analisis fruto de la
aplicacion del Principio de Hamilton resultan ser las acciones del acoplamiento electromecanico 6; segun modo
de vibracion y la tension aplicada al piezoeléctrico u,, de forma que, a partir de las propiedades electromecanicas
del piezoeléctrico, sus dimensiones y su colocacion relativa a la fibra neutra de la viga resulta que M, = 6;u,, con

hp+hy xop d?W;
0, = ez b, —2L [P —Ldx 8
i 31%p 2 fxlp dx? ( )

de modo que X, y X, son respectivamente los extremos del piezoeléctrico mas proximo y lejano a la raiz del
empotramiento, by, es la anchura del material piezoeléctrico, hy, y hy, son los respectivos espesores de la viga'y del

piezoeléctrico y e5; = d31/sE; es unarelacion entre la constante de carga ds; y la flexibilidad (inversa del modulo
de elasticidad) del piezoeléctrico en cortocircuito s¥;, ambas en eje perpendicular al de polarizacion eléctrica, que
son parametros de catdlogo. Todas estas integrales se pueden calcular de forma numérica.

Asi pues, incorporando los resultados (6-7) y (8) en (5), se obtiene la ecuacion de movimiento de la viga equipada
con parche piezoeléctrico

" . Q 0;
Gi +2§wi4; + wiq = tap +tu, ®
L L



Reduccion de vibraciones en vigas con piezoeléctrico mediante control predictivo

en la que se puede comprobar claramente que la dinamica vibratoria de la viga en cuestion es excitada, por una
parte, a través de las aceleraciones que experimenta en su base (a;) y, por otra, de la dindmica adicional que se
introduce en ésta a través de aplicar una tension u, al piezoeléctrico, que son respectivamente perturbacion y
accion de control en este sistema.

2.2. Descripcion en espacio de estados

La descripcién de un modelo en espacio de estados permite trabajar con sistemas dinamicos con un numero
arbitrario de entradas y/o salidas, lo cual es de utilidad para sistemas de control avanzado. Esta descripcion
matricial, en forma de sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con entradas externas, es equivalente a tener
una matriz de funciones de transferencia entre cada entrada y cada salida, permitiendo calcular por separado
(suponiendo descripcion continua) la tasa de variacion x(t) de estados internos del sistema y los valores de las
observaciones (mediciones) y(t) como funciones de los estados actuales x(t) (a los que se debe la evolucion
propia interna del sistema) y de las actuaciones u(t):

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (10)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

No se debe confundir el conjunto de estados x(t) del modelo en espacio de estados con las posiciones x de la viga,
por lo que se hara distincion expresa entre ellas cada vez que se mencionen.

Para tratar las acciones de control u y las perturbaciones d por separado, se puede dividir las matrices B y D,
resultando entonces Bu = [B,|B;][u|d]" = B,u + B,d y procediendo de manera aniloga con D. De esta manera,
la Ecuacion (9) da lugar a dos estados x(t) = [x1,x,]17 = [q;, ¢;]7 por cadamodo i, y dos acciones en total (control
u, y perturbacion ay), por lo que

[ii] B Z] B [—2)5 —z%wi] [gﬁ] + [ei 7mi] up * [Qi?mi] @ (11

Por cada modo de vibracion que se considere (se puede componer para un nimero cualquiera de modos de
vibracion). Para las salidas, se debe tener en consideracion qué se mide (posicion, velocidad, aceleracion) y la
superposicion modal de la Ecuacion (3). Como se decide disponer de un acelerometro en el extremo libre de la
viga, entonces y(t) = w(L,t) = W;(L){,, lo que significa

y© =01 =0t <2600 3]+ [, 136, m ] * w0y 0m] @ (12)

La medida de aceleracion dada por la salida y(t) solo considera los modos de vibracion modelados. Una medicion
real podria ver afectadas sus componentes en frecuencias naturales mas altas debido a no haber sido modeladas.

En este trabajo, el control LQR y LQG se hace simulando el sistema continuo, por lo que no se necesita trabajar
en la discretizacion temporal de las matrices del sistema.

2.3. Control LOR

Los controles LQR (Linear Quadratic Regulator) son bien conocidos en la actualidad. Reciben su nombre de ser
reguladores lineales que dan respuesta a una funcion de costes de tipo cuadratico a través de la realimentacion del
vector de estados, motivo por el que este tipo de controles son considerados avanzados debido a que permiten
control de sistemas con multiples entradas y salidas. En particular, el propdsito de un controlador LQR es el de
encontrar una ganancia asintoticamente estabilizante 6ptima K* de modo que las acciones de control 6ptimas u*(t)
realimenten al vector de estados x(t) con una ley lineal

u () = —K*x(t) (13)
Estas acciones 6ptimas (13) se deciden en tanto que minimizan un funcional de costes J; o tal como
Jior = Iy y(©)'Qy () +u(t) Ru(t)dt (14)

donde la matriz Q que penaliza los errores de seguimiento debe ser al menos semidefinida positiva; y R penaliza
el uso de acciones de control, que debe ser definida positiva. La eleccion de estos parametros se hace en virtud del
tipo del control que se desea a sabiendas de que mantener las proporciones de ambas matrices constante, se llega
al mismo valor de K*: mas peso relativo de Q sobre R implica un control mas agresivo.

Esta optimizacion puede hacerse offline solo con la informacion del sistema dindmico y termina resultando en la
ya mencionada ganancia K* con la que realimentar el vector de estados de manera 6ptima para unos Q y R dados.
La resolucion de la minimizacion del funcional de la Ecuacion 14 es también conocida (ecuacion de Riccati) y se
resuelve de forma automatizada en la mayoria de software de control, entre ellos MATLAB. Por otra parte, se hace
notar que, como la aplicacion que se busca es de mitigacion de aceleraciones, el funcional /o de la Ecuacion
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(14) penaliza las salidas y(t) en vez de los estados x(t) y que, como la aceleracion deseada es nula en todo caso:
cualquier aceleracion que se registre es su propio error (que se pretende eliminar).

Sin limitaciones externas, un sistema como el de las ecuaciones (10) controlado a la perfeccion con esta ganancia
tomaria la dinamica de un sistema auténomo afectado tinicamente por las perturbaciones (no se muestran), tal que

%(t) = (A — BK")x(t)
y() = (C — DK")x(t)

No obstante, por idilicas que las dindmicas del sistema (15) puedan resultar, se ponen de manifiesto varias
limitaciones que impiden su materializacion en lo que respecta a este trabajo: en primer lugar, en este experimento
los estados x(t) son las coordenadas modales temporales, que no son medibles directamente y mucho menos
accesibles o medibles por separado con un acelerémetro, inica medida disponible. También, esta optimizacion se
hace irrestricta, es decir, no considera ninguna limitacion fisica del sistema ni de la actuacion, pudiendo llegar a
comandar acciones u,, fuera de su rango de actuacion (o peor, peligrosas para su operacion real, aunque no es el
caso para este trabajo). En particular, la primera de las limitaciones indicadas hace imposible trabajar realmente
con un control LQR.

(15)

Para solventar estas dificultades, al no poder materializar un control LQR para este caso debido a la imposibilidad
de medir estos estados x(t), si se pueden estimar a través de las observaciones y(t) para obtener unos estados
estimados X(t), que es lo que se hara en el siguiente apartado a través de un filtro de Kalman. Para tomar en
consideracion las limitaciones de tension, de forma externa al control se impondra una saturacion.

2.4. Control LOG

Como ya se ha adelantado, con una medida en aceleraciones no se obtiene informacion suficiente para obtener los
estados x(t) a través de medicion directa, por lo que es necesario estimarlos a través de la aceleracion que se mide
en la punta. En palabras sencillas, si el LQR responde a la pregunta “;qué ganancia se debe aplicar a los estados
x(t) para calcular las acciones de control u(t) si se ven estas salidas?”, el estimador entra a responder “/qué
estados X(t) se tienen si se observa esta salida?”, haciendo posible aplicar las ganancias LQR. El encadenamiento
de un controlador LQR con un estimador no tiene una denominacion especifica como tal; pero en el caso de que
el estimador sea un filtro de Kalman [13] si la tiene: se trata de un controlador LQG (Linear Quadratic Gaussian).
El uso de un circunflejo (7) sobre un valor indica que se trata de una estimacion.

Las ecuaciones de cualquier estimador asumen que el sistema (10) se encuentra afectado de errores/ruidos en las
acciones y en las medidas, por lo que resulta ser mas bien, obviando dependencias temporales, de la forma

X = Ax + B,u + B,d 16
y=Cx+Dyu+Dyd+n (16)

donde por necesidad ya se consideraban las componentes de ruido/incertidumbres d en las entradas al proceso
aunque en este caso las medidas y se ven también afectadas por las componente de ruido en las medidas n. En el
caso de uso del filtro de Kalman, se asume que estos ruidos son de tipo gaussiano, para lo que este tipo de estimador
es optimo al minimizar la covarianza del error de la estimacion en estado estacionario (e = x — X). En general,
cualquier estimador de estados es otro sistema dinamico que realiza las estimaciones de (16) de la forma

X =A%+ Byu+Byd + L(y — )
=[]+ [l %] o)

con salidas explicitas en j para los estados estimados X. La ganancia de estimacion L se aplica a la diferencia entre
las medidas obtenidas y las inferidas. La determinacion de esta ganancia L en un estimador 6ptimo se suele hacer
minimizando el funcional

Jesr = [1_n(@)'Qn(t) + d(z)'Rd(t)dt (18)

que tiene asociada su correspondiente ecuacion de Riccati. En el caso de un filtro de Kalman con ruidos gaussianos,
el funcional de costes Jg¢r tiene su equivalencia en la minimizacion de la covarianza del error de estimacion. Esto
no garantiza de por si una estabilidad asintética, pero si una estabilidad BIBO (Bounded Input Bounded Output).

La eleccion de los parametros matriciales Q y R (ambas necesariamente definidas positivas) para obtener la
ganancia L del estimador sigue una logica similar a la del LQR, aunque mds que penalizaciones tienen un sentido
de indicadores de la “desconfianza” en el parametro opuesto (respectivamente, técnicamente son las covarianzas
de ruido y medida): una Q alta implica cambios rapidos en la estimacion que siguen los de la medida al suponerla
fidedigna y poco afectada de ruido; y una R alta implica mas lentitud en el cambio de estimacion al suponer que
los cambios bruscos de la medida son debidos a perturbaciones que rechazar. Se refiere al lector a literatura
especializada en caso de necesitar profundizar en estos conceptos. El uso de sensores suficientemente precisos,
leidos con un adecuado acondicionamiento de sefial, motiva la eleccion de Q elevadas frente a R.
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3. Materiales y métodos

Para tener datos fieles a la realidad, el modelado del sistema se hace tomando como base un especimen real del
laboratorio, que es una pletina como la que aparece en la Figura 2, que tiene un parche piezoeléctrico adherido a
la estructura base muy cercano a este extremo, modelo P-876.A15 (de material PIC255) de PI Ceramic [15]. El
modelo de esta pletina serd simulado suministrandole perfiles temporales de aceleracion en el empotramiento
provenientes de ensayos reales, dejando los electrodos del piezoeléctrico en abierto. Estas magnitudes de interés
se muestran en la Tabla 1. También se muestran el tiempo de muestreo y el rango ¢ intensidades de excitacion del
ensayo (random), suficientes como para modelar dos modos de vibracion, aunque en el trabajo actual se utilizara
solo uno para comprobar las caracteristicas del control. El ensayo real tiene una duracién de al menos 90 segundos.

Tabla 1: Dimensiones y caracteristicas de los especimenes y ensayos previos.

Descripcién Valor Unidades

Longitud libre de pletina 294.5 mm
Anchura de pletina 35.2 mm
Espesor de pletina 2.98 mm

Densidad volumétrica 2720 Kg/m3
Ancho piezoeléctrico 35 mm
Distancia x1, 4 mm
Distancia x), 64 mm
Constante de carga piezo —180- 10712 C/N

Flexibilidad piezo 16.1-10712 m?/N
Frecuencia de muestreo 1.652 kHz
Rango de excitacion 10 — 240 Hz

Intensidad de excitacién 8-10~5 g*/Hz

Figura 2: Detalle de pletina real objeto de modelado y simulacion.

Para comprobar el funcionamiento de los controles LQR y LQG y sus limitaciones tomando en consideracion
como restricciones impuestas de forma externa las tensiones maximas que se pueden aplicar, se eligen una serie
de parametros fijos teniendo en cuenta que los parametros @ han de ser grandes en comparacion con R en ambos
casos. Esto se debe a que para el LQR interesa mas el seguimiento de la referencia que el coste de la actuacion
(aunque, como se indic6 anteriormente, R debe ser estrictamente positivo); y para el filtro de Kalman se saben las
propiedades de resolucion y ruido de la acelerometria, pero la excitacion puede considerarse aleatoria, por tanto
desconocida a priori en un caso real. Los limites de tension simétricos son elegidos de forma intencionada como
ejemplos para limitar la actuacion posible del piezoeléctrico salvo el tltimo de £100 V' que es suficiente para
mitigar la vibracion inducida desde la base a la intensidad de excitacion de los ensayos. Esto resulta en los
parametros fijados segtin la Tabla 2.

Tabla 2: Caracteristicas del controlador LQR v Filtro de Kalman.

Descripcién Valor Unidades
Penalizacion de errores Q LQR 1 -
Penalizacion de accion de control R LQR 0.01 -
Ponderacion medidas Q FK 1000 -
Ponderacion perturbaciones R FK 1 —
Limite tension ensayos +[10,20,30,100] |4

En cuanto a la implementacion del control simulado, la Figura 3 muestra un diagrama de Simulink simplificado
con las sefales rotuladas y el controlador LQG sefialado especificamente. El retraso unitario de la sefial de control
es necesario para evitar un bucle algebraico. Los resultados de control de ambos tipos de controladores se discuten
en la seccion correspondiente.

En caso de que se desee realizar la simulacion del control LQR como también se muestra en este trabajo (teniendo
en consideracion su ya mencionada infactibilidad técnica en la realidad), simplemente habria que aumentar las
salidas del sistema de la pletina con una matriz identidad sobre los estados para tener accesibles la aceleracion (ya
preexistente) junto al acceso directo a los estados internos q ¥ ¢, a los que se debe aplicar las ganancias K g,

resultando la unica accion de control V; saturada.
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Figura 3: Diagrama simplificado del control LQG.

4. Resultados

En esta seccion se muestran los resultados tanto del control LQR (tal como se ha mencionado con anterioridad,

supuesto viable al tener acceso directo a los estados) como del control LQG, tomando en consideracion distintas
limitaciones en la tension que se le puede aplicar al piezoeléctrico.

Ya comenzando con el calculo de las ganancias LQR y antes siquiera de aplicar una simulacion, se puede observar
un gran potencial de atenuacion de vibraciones, pasando los polos en bucle abierto del sistema (10) (con los
parametros fisicos de la Tabla 1 y parametros del LQR de la Tabla 2) de un valor de amortiguamiento analitico
(adimensional) de &,perto = 0.0034 (polos complejos conjugados practicamente imaginarios puros) a &yor =

0.156 si se pudieran dar las condiciones para tener un sistema como el de (15). Esto es un incremento en este
amortiguamiento en casi 46 veces su valor inicial.

En efecto, el resultado se puede ver aplicando el calculo de las PSD tanto a la excitacion como a las diferentes
respuestas del sistema en bucle abierto con los electrodos del piezoeléctrico sin conectar (en circuito abierto),
hecho experimentalmente, como a las diferentes respuestas (simuladas) tanto en control LQR como LQG. La
figura 4 muestra los cocientes de PSD de aceleracion en el extremo libre (ACCy3, la salida) frente a la de la base

(ACCyq, la entrada), de los diferentes limites de tension de control aplicados tanto del control LQR como del LQG.
Se ofrece un detalle de los valores atenuados para mas precision.

cociente PSD ACCMFPSD .IQCC01

cociente PSD ACCM:‘PED .IChCC01
250 i

20
- L1
Experimental circuito abierto | Exp.CA
X 30.494
— — —LORIim 10V LS 18+ — — —LGRIim 10V
‘ Y 204.663 Y 19.4946 )
LQG lim 10V | J LQG lim 10V
200 r|— — —LQR lim 20v & 16 [ v — — —LOR lim 20
———1.QG im 20V I ———LQG im 20V
- LR lim 30V [ o 1ar LR lim 30V
ki LQG lim 30V | i ! LQG lim 30V
£ 450 {{— — —LQRim 100V [ €t — — —LQR lim 100V
= LQG lim 100V | = ~ LG lim 100V
[ = ‘ ‘ [ =
@ @ 10T
i} | &
k- | g X 30.2419
8100t - o Y 6.84523
= [ 5 FAANA A
\ A A O A
\ =4 M Ny A
/ \ - e
sl Y X 30.1915
/f N\ Y 5.23866
) e
== ] 0 i L i L i i i
34 27 28 29 30 3 3z 33 34

f (Hz) f{Hz)

Figura 4: Cocientes de PSD de aceleraciones de sistema excitado en bucle abierto y controlado (izquierda) en
vista completa y (derecha) detalle de los sistemas controlados con diferentes limitaciones de tension del
actuador. Los controles LQR se sefialan en linea discontinua y los LQG, en linea continua.

Ya en el caso mas desfavorable (control limitado a +10 V) se puede observar una reduccion de un 90.48 % de la
salida frente al caso sin controlar. Se ve como la limitacion a £30V es practicamente suficiente para la atenuacion
de las vibraciones, llegando a (en caso de no limitarse la actuacion del piezoeléctrico en la practica) una atenuacion
de un 97.44 % frente al caso sin controlar. En la Figura 5 se muestra un detalle temporal de las aceleraciones
reales medidas en el ensayo e inyectadas al extremo empotrado de la pletina en las simulaciones junto a las

aceleraciones registradas en el extremo libre y sus contrapartes simuladas por control LQG y las acciones de
control que se han tomado desde los propios controladores LQG.
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Figura 5: Detalle temporal de excitacion, respuestas sin control y controlada y acciones de control.

Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un control LQR/LQG sobre un modelo simple de viga en voladizo, que trabaja en
condiciones de vibraciones forzadas desde su extremo fijo. Un modelo de piezoeléctrico, fijado proximo a la raiz
del empotramiento, es capaz de atenuar estas vibraciones de forma razonable incluso en condiciones de limitacion
de tension aplicada. En principio, si se tuviera acceso directo a la medicion de los estados del sistema, un control
LQR seria suficiente y resulta muy rapido de implementar ya que las ganancias de control se calculan simplemente
conociendo el sistema. En otro caso, el afiadido de un filtro de Kalman supone, a costa de necesitar la realizacion
de los célculos de estimacion de forma adicional, la posibilidad de poder controlar este tipo de sistemas vibratorios.
Como trabajos futuros, se propone la implementacion de estas arquitecturas de control en un dispositivo que haga

las

veces de controlador a tiempo real, para el que posiblemente se requiera también la discretizacion de los

modelos desarrollados.
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