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La robótica colaborativa aborda el desempeño de actividades más complejas, en las cuales el 

movimiento y la precisión priman sobre las dimensiones y el peso. El aumento del número de 

articulaciones (grados de libertad) en un brazo robótico le otorga versatilidad de movimiento, 

pudiendo adaptarse con mayor facilidad a la actividad desempeñada y a los espacios de trabajo. 

Cuando se tiene un brazo robótico con más de 6 grados de libertad en su cadena cinemática 

articular, la posición y orientación del elemento terminal queda sobredefinida. Esta situación se 

conoce como redundancia cinemática. En este caso, el elemento terminal del robot puede llegar a 

una posición y orientación determinada en infinitas coordenadas articulares. 

Sin embargo, el comportamiento estático y dinámico del brazo robótico varía para cada una de 

estas coordenadas articulares. En este trabajo se muestra la influencia del grado de libertad 

redundante en el comportamiento estructural de un robot colaborativo de 7 grados de libertad 

(KUKA IIWA LBR 14 R820). Mediante el estimador por mínimos cuadrados se estiman 

experimentalmente las rigideces articulares del brazo y, mediante un modelo de rigidez, se calcula 

la matriz de rigidez cartesiana. 

Para realizar tanto la estimación como la validación de los parámetros de rigidez se realiza una 

batería de experimentos donde se aplican unas cargas y se miden los desplazamientos ante esas 

solicitaciones. Con ello, se obtienen unos mapas de rigideces en las tres direcciones principales del 

elemento terminal en función del ángulo de redundancia y su posición. 
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1. Introducción 

Hoy en día se está viviendo una nueva revolución industrial, un cambio que implica la integración de nuevas 

tecnologías para el desarrollo de herramientas cada vez más sofisticadas. Esta era digital, también llamada industria 

inteligente o Industria 4.0 aúna muchas ramas diversas de la ingeniería tales como la informática, electrónica, 

telecomunicaciones, robótica, mecánica, análisis y almacenamiento de datos. Dentro de la robótica existen 2 

grandes ramas: robótica industrial (centrada en tareas de gran envergadura) y robótica colaborativa (enfocada al 

soporte de tareas desempeñadas por personas). 

La robótica industrial la componen brazos robóticos de grandes dimensiones, diseñados para el desarrollo de tareas 

de gran exigencia física donde ningún operario pueda intervenir. Este tipo de máquinas suelen operar en las 

llamadas células robóticas, espacios de trabajo protegidos para que nadie pueda entrar mientras el robot se 

encuentra en funcionamiento. Este tipo de robótica no cuenta con sensórica capaz de detectar colisiones, por lo 

que los dispositivos de seguridad externos son de vital importancia. Un ejemplo de robot industrial se muestra en 

la Figura 1 (a). 

En cambio, en la robótica colaborativa se integran manipuladores de dimensiones reducidas. Son máquinas con 

menor alcance y peso que facilitan al operario desempeñar su tarea sin ninguna molestia, permitiendo la interacción 

robot-humano en un mismo espacio de trabajo de manera segura. Además, estas cinemáticas están altamente 

sensorizadas para que en el momento de colisión (consigo mismo, con objetos del entorno o con personas) sean 

capaces de detenerse y evitar cualquier accidente. Un ejemplo de robot colaborativo se muestra en la Figura 1 (b). 

  

(a) Industrial. (b) Colaborativa.  

Figura 1: Tipos de robótica. 

 

La necesidad de estudiar con detenimiento las propiedades físicas, mecánicas y dinámicas de estas máquinas es 

imprescindible, ya que dependiendo de su aplicación será necesario conocer las capacidades del brazo robótico. 

Siciliano et al. [1] definen una clasificación muy útil y extendida de la tipología de brazos manipuladores, donde 

se establece el tipo de robot en función de su espacio de trabajo y de su movilidad: manipuladores cartesianos, 

SCARA, antropomórficos, manipuladores paralelos e híbridos. 

Las diferentes configuraciones que puede adoptar un manipulador tienen un peso importante tanto en la parte 

cinemática (generación de trayectorias y evaluación de colisiones) como en la parte dinámica (estudio de 

rigideces). Las técnicas de modelado de rigidez de brazos manipuladores se pueden agrupar en 3 bloques. Wu et 

al. [2] describen en detalle cada una de ellas en su revisión: 

• Análisis por elementos finitos (Finite Element Analysis, FEA). Este método consiste en discretizar la 

estructura al completo mediante elementos finitos. Esta técnica es la más precisa al modelar en su 

verdadera dimensión y forma todos los eslabones y enlaces del brazo robótico [3-9]. Suele emplearse 

como método de validación de otros procedimientos de cálculo de rigideces. [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] 

• Análisis estructural matricial (Matrix Structural Analysis, MSA). Con el mismo principio que el FEA, 

este método modela los eslabones del brazo como vigas flexibles tridimensionales. Posteriormente se 
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ensamblan las matrices de rigideces de cada uno de los eslabones en una matriz global para el manipulador 

[10-14]. [10, 11, 12, 13, 14] 

• Modelado de articulaciones virtuales (Virtual Joint Method, VJM). Esta metodología se basa en la 

extensión del modelo rígido tradicional añadiendo juntas virtuales (resortes localizados), que describen 

las deformaciones elásticas de los eslabones, juntas y actuadores [15-18]. [15, 16, 17, 18] 

El modelo de rigideces que se toma en este artículo se encuentra dentro de este último bloque. Debido a que el 

VJM modela las uniones de las articulaciones como resortes localizados y los eslabones como sólidos 

infinitamente rígidos, estos modelos tienen menor coste computacional. Además, en el caso de los robots 

comerciales, no suele ser sencillo acceder a sus sólidos tridimensionales y parámetros dinámicos como para 

plantear los dos primeros procedimientos. En concreto se emplea el modelo de rigideces que plantea Salisbury 

[19] donde se relaciona la rigidez articular con la rigidez cartesiana del brazo robótico. 

Este tipo de modelos se pueden emplear en cualquier tipo de brazos robóticos: industriales, colaborativos, 

antropomórficos, paralelos, de cadena cerrada, etc. En Besset et. al [20] identifican los parámetros de rigidez 

articular mediante los sensores de par en un brazo robótico IIWA LBR R820. En una publicación posterior, Busson 

et. al [21] emplean estos parámetros de rigidez articular en un algoritmo de optimización para encontrar los valores 

del ángulo de redundancia que maximicen las rigideces cartesianas. En Dumas et. al [22] se identifican las rigideces 

articulares de un KUKA KR240-2 aplicando diferentes cargas y midiendo los desplazamientos mediante un 

medidor laser, el método de identificación lo realizan minimizando la norma Euclídea del error de aproximación 

de la ecuación linealizada de rigideces. 

En este trabajo se estudia la influencia del grado de libertad redundante en las rigideces cartesianas de un robot 

colaborativo IIWA LBR 14 R820. En la Sección 2 se plantea la metodología empleada para la identificación de 

las rigideces articulares mediante el estimador Mínimos Cuadrados. En la Sección 3 se describen los ensayos 

experimentales realizados para determinar los desplazamientos que sufre el robot frente a cargas estáticas. En la 

Sección 4, mediante los resultados obtenidos, se estiman y validan las rigideces articulares. Además, se extiende 

el modelo estimado para analizar la evolución de las rigideces cartesianas del robot en un entorno de trabajo más 

discretizado para, de esta manera, observar en mejor detalle la influencia del grado de redundancia.  

2. Metodología 

En este apartado se plantea el procedimiento teórico que se ha llevado a cabo para la identificación de las rigideces 

articulares del IIWA. Se desarrolla la cinemática directa para conocer los sistemas de referencia de cada uno de 

los sólidos que compone el brazo robótico, se detallan los parámetros de Denavit-Hartenberg, se describe el modelo 

de rigideces elegido y el proceso de identificación llevado a cabo.  

2.1. Modelo cinemático del robot IIWA: 

A continuación, se describen los parámetros cinemáticos del robot a estudiar. En este caso, es un brazo robótico 

antropomórfico de 7 grados de libertad (KUKA IIWA LBR 14 R820). La Figura 2 muestra el sistema de referencias 

de cada uno de los sólidos que componen el brazo robótico además de los parámetros de Denavit-Hartenberg, 

donde los valores de longitud son: 𝑑𝑏𝑠 = 0.36 m, 𝑑𝑠𝑒 = 0.42 m, 𝑑𝑒𝑤 = 0.40 m y 𝑑𝑤𝑡 = 0.15 m. 

Al contar con 7 grados de libertad articulares, más de los 6 necesarios para definir la posición y orientación del 

elemento terminal, existirá un grado de libertad redundante. Esto permite variar este grado de libertad articular sin 

variar la posición y orientación del elemento terminal. En el caso del IIWA, este grado de libertad redundante se 

corresponde con la variable angular de la articulación 3 (definido por KUKA como R), que determina el ángulo 

que conforman el plano del brazo (hombro (s) - codo (e) – muñeca (w)) con respecto al plano vertical asociado al 

sistema de referencia 1. Este ángulo entre planos se denomina 𝜓 y será la variable de estudio en la influencia a la 

rigidez cartesiana del elemento terminal. En la Figura 3 se detalla una representación esquemática de las variables 

cinemáticas que definen la posición del brazo robótico. Siguiendo el esquema y los parámetros de las Figuras 2 y 

3, se ha resuelto la cinemática inversa en función del ángulo de redundancia 𝜓 siguiendo el procedimiento 

establecido en [23]. 

 



Influencia grado redundancia en rigidez robot 7 grados de libertad 

4 

 

 

Figura 2: Sistema referencia IIWA. 

 

Figura 3: Coordenadas cinemáticas IIWA. 
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2.2. Modelo de rigidez: 

El comportamiento estático del brazo robótico se puede plantear como en la Ecuación (1). En ella, los valores de 

fuerzas y momentos se representan con el vector 𝒇 de dimensión [6x1] mientras que los valores de desplazamientos 

lineales y angulares en las tres direcciones principales se recogen en el vector 𝚫𝒅, también de dimensión [6x1]. 

Por lo tanto, la matriz de rigidez cartesiana 𝐊𝑥 será de dimensión [6x6] cuya diagonal representa los valores de 

rigidez cartesiana en las tres direcciones y giros principales.  

𝒇 = 𝐊𝑥 𝚫𝒅 (1) 

donde 

𝐊𝑥 =

[
 
 
 
 
 
𝑘𝑥𝑥

𝑘𝑦𝑦

𝑘𝑧𝑧

∗

∗

  𝑘𝑅𝑥

𝑘𝑅𝑦

𝑘𝑅𝑧]
 
 
 
 
 

  

Se emplea el símbolo * para denotar que existen elementos fuera de la diagonal. Para la identificación de las 

rigideces articulares del brazo robótico (𝐊𝜃) se emplea el modelo de rigideces planteado por Salisbury [19], 

reflejado en la Ecuación (2), en el que se relaciona dicha matriz con la matriz de rigidez cartesiana (𝐊𝑥) de 

dimensión [6x7] y la matriz Jacobiana del brazo robótico, dependiente de la posición articular.  

𝐊𝑥 = 𝐉−𝟏 𝐊𝜃 𝐉−𝑇 (2) 

donde 

𝐊𝜃 = [

𝑘𝜃1
0

⋱
0 𝑘𝜃7

]  

Sustituyendo la Ecuación (2) en la Ecuación (1) se obtiene la Ecuación (3). Además, si se despeja de la ecuación 

resultante el término de los desplazamientos cartesianos se obtiene la Ecuación (4). 

𝒇 = 𝐉−𝟏 𝐊𝜽 𝐉
−𝐓 𝚫𝒅 (3) 

𝚫𝒅 = 𝐉 𝐊𝜽
−𝟏 𝐉𝑻 𝒇  (4) 

Como la matriz de rigideces articulares es diagonal, la inversa de dicha matriz será una matriz diagonal cuyos 

elementos son los valores recíprocos de las rigideces articulares. A esta variable se la conoce como compliance 

mecánica y será el parámetro a estimar de cada una de las articulaciones. De este modo se realiza el siguiente 

cambio de variable (1/𝑘𝜃𝑖
= 𝐶𝜃𝑖

). Desarrollando la Ecuación (4) se puede observar que todas las ecuaciones son 

lineales en los parámetros, por lo que dicho sistema se puede expresar de manera lineal como en la Ecuación (5) 

𝒚𝒎 = 𝐖 𝝓 (5) 

donde 𝒚𝒎 es el vector de medidas experimentales realizadas de dimensión [nx1], n es el número de experimentos 

realizados, 𝝓 es el vector de parámetros a identificar y 𝐖 es la matriz de observación de dimensión [nx7] que 

puede calcularse como 

𝐖 = [

𝒘𝟏

⋮
𝒘𝒏

] =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝐸𝑞1

𝜕𝜙1

𝜕𝐸𝑞1

𝜕𝜙2
⋯

𝜕𝐸𝑞1

𝜕𝜙7

⋮ ⋮ ⋮

𝜕𝐸𝑞𝑛

𝜕𝜙1

𝜕𝐸𝑞𝑛

𝜕𝜙2
⋯

𝜕𝐸𝑞𝑛

𝜕𝜙7 ]
 
 
 
 
 
 

 

𝝓 = [𝐶𝜃1
 𝐶𝜃2

 … 𝐶𝜃7
]
𝑇
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entendiéndose por 𝐸𝑞𝑖 la Ecuación (4) para el experimento i escrita de manera implícita. Tomando como hipótesis 

que los valores de medida cuentan con un error aditivo, se identifica el vector de parámetros (𝝓) que minimice 

dicho error mediante el estimador por mínimos cuadrados, Ecuación (6). 

�̂� = 𝑎𝑟𝑔𝑚í𝑛𝜙‖𝒚𝒎 − 𝐖 𝝓‖ = (𝐖′𝐖)−𝟏𝐖′ 𝒚𝒎 (6) 

El vector estimado son los valores de las compliance mecánicas de cada una de las articulaciones 𝐶𝜃𝑖
, inversa de 

las rigideces articulares 𝑘𝜃𝑖
, y con ello se obtiene la matriz de rigidez articular estimada (�̂�𝜃).  

2.3. Esquema del procedimiento 

La metodología empleada para determinar las propiedades articulares del robot y analizar la influencia del ángulo 

de redundancia en la rigidez cartesiana se detalla en la Figura 4. Se parte de un proceso experimental en el cual se 

miden los desplazamientos del elemento terminal (𝚫𝒅) cuando se aplican unas cargas sobre el mismo (𝒇). De esta 

manera se generan los datos necesarios para el proceso de identificación. De la batería de experimentos se reservan 

unos datos para la identificación de los parámetros y otros para la fase de validación. Al contar con la cinemática 

inversa del brazo robótico, el modelo de rigidez y los parámetros estimados, se pueden calcular los valores de 

rigidez cartesiana del elemento terminal para las tres direcciones principales en función de las variables 

cinemáticas del robot. 

 

Figura 4: Esquema procedimiento artículo. 

 

3. Experimentación 

La parte experimental se diseña de modo que se obtengan los valores de desplazamiento del elemento terminal en 

las tres direcciones principales para poder realizar la identificación detallada en el Apartado 2.2. Para poder ver la 

influencia del grado de libertad redundante (R) en la rigidez cartesiana del brazo robótico (𝐊𝑥) se diseña una 

batería de experimentos variando dicha variable. Además, se varía la posición en el eje X del elemento terminal 

(𝑥𝐸𝑇) entre tres valores y la carga externa 𝒇 entre dos valores determinados. Para medir los desplazamientos se 

utilizan relojes comparadores, los cuales cuentan con una precisión de 0.01 mm, orientados en la dirección de 

aplicación de la carga. 

En la Tabla 1 se muestran los valores de las diferentes posiciones del brazo robótico en la batería de experimentos. 

Las variables A, B y C representan los valores angulares en los ejes Z, Y y X respectivamente. Los valores de 

redundancia van desde -150º hasta los +150º en intervalos de 30º. 

Tabla 1: Valores cinemáticos de los experimentos del IIWA. 

X (m) Y (m) Z (m) A (º) B (º) C (º) R (º) 

0.6 0 0.65 0 90 0 [-150:30:150] 

0.7 0 0.65 0 90 0 [-150:30:150] 

0.8 0 0.65 0 90 0 [-150:30:150] 
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La carga se aplica mediante un sistema de pesas y polea para poder ejercer el esfuerzo en los ejes principales del 

elemento terminal. Se utilizan pesas calibradas de 5 y 7 kg. Por lo tanto, de la Tabla 1 se puede calcular el número 

de experimentos para cada carga y dirección, 33 casos. Si a esto se le añade la variación de la carga y la aplicación 

en las tres direcciones, el número de experimentos asciende hasta los 198 (𝑛 = 198). 

Los materiales empleados en la fase experimental se pueden observar en la Figura 5. El brazo robótico (Figura 5 

(a)) se encuentra atornillado a una bancada experimental en su base. La carga se aplica mediante el sistema de pesa 

y polea (Figura 5 (b)) conectado al elemento terminal mediante un dinamómetro (Figura 5 (c)). Al elemento 

terminal se le ha dotado de un cáncamo y sobre él es donde se realizan las medidas de desplazamientos mediante 

el reloj comparador de la Figura 5 (d). En la Figura 6 se muestran los experimentos aplicando la carga en las 

direcciones principales del elemento terminal. 

Busson et. al [20] realizan una comparativa de la rigidez articular de un IIWA con el sistema de frenos enclavado 

y sin frenos con control de posición. Los resultados reflejan un mismo comportamiento para ambos casos. Por este 

motivo, los experimentos se han realizado con el sistema de frenos activado. 

  
 

(a) KUKA IIWA LBR 14 R820. (b) Pesa + polea. 

  

(c) Dinamómetro. (d) Reloj comparador. 

Figura 5: Materiales para experimentos. 
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(a) Dirección X. (b) Dirección Y 

 

(c) Dirección Z. 

Figura 6: Direcciones principales de carga. 

4. Resultados 

Tras la realización de la batería de experimentos detallada en el Apartado 3, los valores de desplazamientos del 

elemento terminal (𝚫𝒅) y de fuerza aplicada (𝒇) se utilizan para la identificación de las rigideces articulares (�̂�𝜃𝑖
) 

mediante el planteamiento del Apartado 2.2. A modo de ejemplo, en la Tabla 2 se reflejan los resultados de 

desplazamientos medidos para los diferentes valores de R para el caso de tener la posición del elemento terminal 

a 0.6 m. 

Tabla 2: Valores de desplazamientos experimentales (𝑥𝐸𝑇  = 0.6 m). 

𝐑(deg) -150 -120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 

𝚫𝑿(mm) 
5 kg 0.44 0.32 0.17 0.14 0.14 0.13 0.15 0.16 0.20 0.41 0.48 

7 kg 0.61 0.48 0.22 0.20 0.21 0.20 0.22 0.22 0.28 0.59 0.62 

𝚫𝒀(mm) 
5 kg 1.17 1.20 1.45 1.53 1.54 1.41 1.46 1.48 1.31 1.29 1.19 

7 kg 1.55 1.67 1.91 2.10 2.04 1.93 2.08 1.92 1.84 1.85 1.70 

𝚫𝒁(mm) 
5 kg 0.90 1.01 1.18 1.27 1.35 1.29 1.32 1.31 1.18 1.01 0.85 

7 kg 1.16 1.43 1.67 1.76 1.81 1.84 1.82 1.80 1.67 1.39 1.15 

Con respecto a los desplazamientos en la dirección longitudinal del elemento terminal (Δ𝑋), se observa que son 

menores cuando la tendencia del ángulo de redundancia tiende a 0. En otras palabras, cuanto más arriba se 

encuentre el codo menor desplazamientos se producen en esta dirección. 

En los desplazamientos en la dirección transversal del elemento terminal (Δ𝑌) y (Δ𝑍) se observa un 

comportamiento contrario al de los desplazamientos longitudinales. Si la tendencia del ángulo de redundancia 

tiende a 0 los desplazamientos aumentan, es decir, cuanto más abajo se encuentre el codo menores serán los 

desplazamientos. También se observa que el aumento de la carga provoca desplazamientos superiores en las tres 

direcciones. 
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El ángulo de redundancia se define en el robot como el valor que adquiere la articulación 3, correspondiente al 

parámetro R. A través de la cinemática directa se puede calcular el ángulo (𝜓), tal como se ha descrito en la Sección 

2. A partir de este punto del artículo, se hará referencia al ángulo 𝜓 como ángulo de redundancia. De esta manera, 

la representación gráfica resulta más visual ya que esta variable define el ángulo que forma el brazo con respecto 

al plano vertical. 

4.1. Estimación y validación de los parámetros identificados: 

Para la identificación de las rigideces articulares se emplean los experimentos con la carga de 5 kg, mientras que 

los datos de los experimentos con carga de 7 kg se utilizan para la validación. Los valores estimados se detallan 

en la Tabla 3. Debido a la naturaleza de los experimentos, al no aplicar momentos torsores sobre el elemento 

terminal, la rigidez de la articulación 7 no aparecen en las ecuaciones dinámicas; por lo tanto, este parámetro no 

se puede estimar. Aún así, como el objetivo es observar la influencia de 𝜓 en las rigideces cartesianas de las tres 

direcciones principales (𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦 𝑦 𝑘𝑧𝑧) el valor de  𝑘𝜃7
 no interviene. 

Tabla 3: Valores de rigidez articular estimados (Nm/rad) 

𝒌𝜽𝟏
 𝒌𝜽𝟐

 𝒌𝜽𝟑
 𝒌𝜽𝟒

 𝒌𝜽𝟓
 𝒌𝜽𝟔

 𝒌𝜽𝟕
 

3.356 · 104 3.264 · 104 1.702 · 104 1.774 · 104 0.335 · 104 1.208 · 104 − 

De esta manera, con los valores estimados de rigidez articular se pueden calcular los desplazamientos mediante la 

Ecuación (7) y poder compararlos con los experimentales. El error será el promedio de los cocientes de las 

diferencias absolutas de los valores medidos y los estimados entre los valores estimados según la Ecuación (8). 

𝚫�̂� = 𝐉 𝐊�̂�
−𝟏

 𝐉𝑻 𝒇  (7) 

ε̅̅ =

∑
|Δ𝑑𝑖 − Δ�̂�𝑖|

Δ�̂�𝑖

 𝑛
𝑖=1

𝑛
 

(8) 

  

(a) Posición elemento terminal (X = 0.6 m). (b) Posición elemento terminal (X = 0.7 m). 

 

(c) Posición elemento terminal (X = 0.8 m). 

Figura 7: Comparativa desplazamientos estimados y experimentales para carga de 7 kg. 
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La Figura 7 muestra los desplazamientos experimentales y estimados para el caso de 7 kg de carga en función del 

ángulo de redundancia, la dirección de la carga aplicada y las tres diferentes posiciones del elemento terminal en 

el eje X. En las tres gráficas se puede apreciar como los valores de desplazamiento en la dirección X son menores 

que en las direcciones Y y Z. También se observa esa tendencia descendente ya comentada para el caso de la 

dirección X conforme el ángulo de redundancia tiende a 0. Dicha tendencia es contraria para las direcciones 

transversales Y y Z. 

Por otro lado, en la dirección X se observan menores diferencias entre el caso experimental y el estimado. Sin 

embargo, el error ronda el 12% al tener una magnitud más pequeña. En la dirección Y se observan ciertas 

similitudes para los casos de 0.6 y 0.8 m de posición del elemento terminal, no siendo igual para el caso de 0.7 m 

donde se observa un bias. No obstante, las curvas estimadas replican de manera correcta esa tendencia ascendente 

conforme se reduce 𝜓, tendencia que también presenta el eje Z. En esta última dirección, las curvas estimadas se 

ajustan mejor para valores elevados de 𝜓, en valores cercanos a 0 la diferencia se hace mayor. Los errores que se 

dan en estas direcciones transversales oscilan en torno al 8 % y 6.5 % para la dirección Y y Z, respectivamente. 

4.2. Mapas de rigideces del elemento terminal 

Al tener los valores de rigideces articulares identificados, mediante la cinemática inversa del IIWA se puede 

calcular los valores de posición articular, y con ello, la matriz Jacobiana para las múltiples posiciones del elemento 

terminal. De esta manera y haciendo uso de la Ecuación (2), se puede extender el análisis de las rigideces 

cartesianas para las tres direcciones principales (𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦, 𝑘𝑧𝑧), refinando la discretización del ángulo de 

redundancia (𝜓) y de la posición longitudinal del elemento terminal (𝑥𝐸𝑡). Así, se obtienen los mapas de rigideces 

tridimensionales representados en la Figura 8. 

  

 (a) Dirección X. (b) Dirección Y. 

 

(c) Dirección Z. 

Figura 8: Mapa rigidez cartesiana direcciones principales. 

La representación de los mapas la componen los valores del ángulo de redundancia (𝜓), las posiciones en X del 

elemento terminal (𝑥𝐸𝑇) y en ordenadas la rigidez cartesiana en las tres direcciones (𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦 y 𝑘𝑧𝑧). Los colores 
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más cálidos representan valores elevados de rigideces mientras que los colores más azulados valores más 

pequeños. 

En la Figura 8 (a) se muestra los valores de rigidez cartesiana en la dirección X. En comparación con las otras 

direcciones, los valores de rigidez son de un orden superior (105 en X con respecto a 104 en Y y Z). Además, como 

se había deducido anteriormente, la rigidez en la dirección X es mayor cuanto más arriba se encuentre el codo (𝜓 

→ 0). 

Por su parte, en las direcciones transversales (Y y Z) la rigidez es mayor cuanto más abajo se encuentre el codo. 

Con el codo posicionado en la parte superior (𝜓 = 0º) las rigideces parten de valores cercanos a 3.5·104 N/m en 

ambas direcciones. Para la Figura 8 (b) en dirección Y, conforme aumentamos el ángulo de redundancia la rigidez 

tiende a reducirse, luego incrementa considerablemente hasta alcanzar su máximo (𝜓 ≈ 100º) y luego experimenta 

una bajada. Para la dirección Z de la Figura 8 (c), cuanto más abajo se encuentre el codo (𝜓 → ±180º) más aumenta 

el valor de la rigidez. 

Sin embargo, con la representación de estos mapas se pueden observar que la tendencia no es lineal, sino que tiene 

puntos de máxima rigidez en valores determinados de 𝜓 y 𝑥𝐸𝑡. En la Tabla 4 se muestran los valores de ángulo de 

redundancia (𝜓) y posición del elemento terminal (𝑥𝐸𝑇) que ofrecen valores máximos y mínimos de rigidez 

cartesiana en las tres direcciones. 

Tabla 4: Valores máximos y mínimos de rigidez articular. 

 𝒌𝑿𝑿
𝑴𝑨𝑿 𝒌𝑿𝑿

𝑴𝑰𝑵 𝒌𝒀𝒀
𝑴𝑨𝑿 𝒌𝒀𝒀

𝑴𝑰𝑵 𝒌𝒁𝒁
𝑴𝑨𝑿 𝒌𝒁𝒁

𝑴𝑰𝑵 

𝒌 (kN/m)  453.36 92.11 44.50 28.70 62.90 26.44 

𝝍 (º) ± 20 ± 150 ± 97 ± 70 ± 150 0 

𝒙𝑬𝑻(m) 0.6 0.6 0.6 0.8 0.6 0.8 

En los mapas de rigidez se observa un comportamiento más suavizado de las rigideces cuanto más alejado esté el 

elemento terminal de la base, es decir, el gradiente es menor cuanto mayor sea el valor 𝑥𝐸𝑇. Esto implica que el 

ángulo de redundancia tiene menos influencia en las rigideces cartesianas cuanto mayor sea la distancia en X del 

elemento terminal. Tomando el caso que presente mayor gradiente se puede observar las variaciones articulares 

ante la variación del ángulo de redundancia. 

4.3. Influencia de la redundancia en las coordenadas articulares 

A través de la Ecuación (2) se pueden obtener las expresiones simbólicas que rigen el comportamiento de la rigidez 

cartesiana (𝑘𝑖𝑖) en función de las rigideces articulares (𝑘𝜃𝑖
). Si analizamos en detalle la ecuación que rige el valor 

de rigidez cartesiana en la dirección X (𝑘𝑋𝑋) en el punto 𝑥𝐸𝑇 = 0.6 m, donde el gradiente de rigidez es mayor, 

observamos que son únicamente función de las rigideces correspondientes a las articulaciones #2, #3 y #4          

𝑘𝑥𝑥 = 𝑓( 𝑘𝜃2
, 𝑘𝜃3

, 𝑘𝜃4
). Se analizan a continuación los valores de las coordenadas articulares del robot para 

comprender la naturaleza de los citados gradientes en los valores de rigidez. 

Para el caso de 𝑥𝐸𝑇 = 0.6 m y 𝑥𝐸𝑇 = 0.8 m, si se representa la variación de las coordenadas articulares en función 

del ángulo de redundancia (𝜓) se obtiene la Figura 9, destacando aquellas que tienen influencia sobre 𝑘𝑋𝑋. 

 
(a) Posición elemento terminal (𝑥𝐸𝑇 = 0.6 m).  
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(b) Posición elemento terminal (𝑥𝐸𝑇 = 0.8 m). 

Figura 9: Influencia ángulo redundancia en coordenadas articulares. 

En ambas figuras se observa que la influencia del ángulo de redundancia sobre 𝜃4 es nula, en cambio 𝜃2  y 𝜃3 

experimentan cambios notorios conforme varía 𝜓, mayoritariamente 𝜃3. Estas variaciones son más significativas 

en la Figura 9 (a) que en el caso de la Figura 9 (b). Por lo tanto, cuando el brazo está más recogido pequeñas 

variaciones del ángulo de redundancia producen grandes cambios en las coordenadas articulares. Son precisamente 

estos cambios los que producen grandes variaciones en la rigidez del robot. 

Sobre las gráficas se superponen figuras del brazo robótico para dos valores de 𝜓 = ± 20º. Si se toma uno de los 

valores (𝜓 = 20º) para ambos casos, se observa que para conseguir el mismo ángulo de redundancia (𝜓) los valores 

articulares 𝜃2  y 𝜃3 son diferentes. Para el caso de 𝑥𝐸𝑇 = 0.6 m los valores son de 𝜃2 = 18.44 º y 𝜃3 = 65.35 º 

mientras que para el caso de 𝑥𝐸𝑇 = 0.8 m son de 𝜃2 = 39.44 º y 𝜃3 = 28.05 º. 

Los valores de las coordenadas articulares determinan la matriz Jacobiana de la Ecuación (2) y consecuentemente 

los valores de las rigideces cartesianas. Está variación en las articulaciones es la que define el gradiente de las 

rigideces cartesianas en los mapas de la Figura 8, y como se ha podido observar, cuanto menor sea la distancia 𝑥𝐸𝑇 

más influencia tendrá el ángulo de redundancia sobre los valores articulares del brazo robótico y mayor serán las 

variaciones en las rigideces. 

5. Conclusiones 

En el presente artículo se ha planteado un método de identificación basado en mínimos cuadrados para estimar las 

rigideces articulares de un brazo robótico colaborativo de 7 grados de libertad (IIWA LBR 14 R820). Mediante el 

modelo de rigideces planteado se han determinado las rigideces cartesianas del elemento terminal. Con ello, se ha 

realizado un análisis de la influencia del ángulo de redundancia y posición del elemento terminal sobre las rigideces 

cartesianas en las tres direcciones principales. 

De esta manera, se ha realizado una batería de experimentos los cuales consisten en la aplicación de una carga en 

las tres direcciones principales midiendo consigo los desplazamientos producidos. Debido a la naturaleza de los 

experimentos, al no aplicar momento torsor y siendo todas las cargas aplicadas en el eje de giro del último eslabón, 

no ha sido posible estimar la rigidez de la última articulación. 

Para la identificación se han utilizado datos aplicando una carga de 5 kg, mientras que para la validación de la 

estimación se usan los datos procedentes de los experimentos con 7 kg. Para la validación se comparan los 

desplazamientos medidos con los obtenidos mediante los parámetros estimados. En la dirección longitudinal de la 

brida (X) se obtienen errores más elevados, mientras que en las direcciones transversales (Y y Z) son ligeramente 

menores. 

Gracias a los mapas de rigideces se ha observado que la rigidez cartesiana longitudinal es de un orden superior 

que la transversal. La tendencia de la rigidez en la dirección longitudinal es a aumentar conforme el codo se 

encuentre más arriba. En cambio, para la rigidez transversal en Z los máximos valores se dan cuanto más abajo se 

encuentre el codo, mientras que para la rigidez en Y se dan en zonas cercanas a los 90º. 
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También se ha visto que 𝑥𝐸𝑇 determina significativamente la influencia que tiene el ángulo de redundancia sobre 

la rigidez cartesiana en X. Cuanto más cercano se encuentre el elemento terminal a la base (𝑥𝐸𝑇 disminuye) las 

rigideces cartesianas en X son más sensibles a las variaciones del ángulo de redundancia. Se ha mostrado que esto 

es debido a la variación de las coordenadas articulares cuando se varía el ángulo de redundancia. 
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