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El'método numérico que mas se emplea para el andlisis del comportamiento mecadnico es el Método
de los Elementos Finitos (Finite element method, FEM). En el FEM se diferencian dos
formulaciones: el método de los desplazamientos o de rigidez (Stiffness method, SM) y el método de
las fuerzas (Force method, FM), en funcion de si las incognitas principales son los desplazamientos
o las fuerzas de los nudos, respectivamente. El procedimiento de calculo mas utilizado es el basado
en desplazamientos, debido a su facilidad de programacion. El método SM esta basado en la
hipotesis de un campo de desplazamientos compatible. Entre los métodos alternativos cabe destacar
los elementos finitos que incluyen los modos incompatibles (con grados de libertad adicionales en
el campo de desplazamientos) y los métodos hibridos (basados en tensiones y desplazamientos). En
este trabajo se pretende analizar y comparar el método de rigidez con los métodos alternativos que
utilizan los modos incompatibles y los métodos hibridos.
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Analisis de planteamientos alternativos al método de rigidez

1. Introduccion

Las ecuaciones de equilibrio de un problema y sus correspondientes condiciones de contorno solo se pueden
resolver analiticamente en determinados problemas. Si los materiales son anisotropos o las condiciones de
contorno son complejas, puede ser muy dificil determinar la resolucion analitica del problema y en algunos casos
resulta imposible. En dichos casos, los métodos de analisis numérico son herramientas muy utiles, es decir,
utilizando un método numérico y analizando un modelo matematico a través del ordenador se puede obtener una
solucion aproximada.

Entre los métodos numéricos, uno de los mas extensamente utilizados es el método de los elementos finitos (Finite
element method, FEM). En el método FEM el problema real se divide o discretiza en componentes cuyo
comportamiento pueda conocerse. En los sistemas continuos, mediante el proceso de discretizacion, se obtiene un
sistema discreto equivalente del real y se obtiene una solucion aproximada.

Dentro del FEM, el método qué mas extendido esta es el de los desplazamientos o de la rigidez (Stiffness method,
SM). Este método se basa en el principio del trabajo virtual (Principle of virtual work, PVW) [1]. En el método
SM se supone un campo de desplazamiento compatible en cada elemento y las condiciones de equilibrio se
consideran en funcion de los desplazamientos en los nodos. La otra aproximacion basica en el analisis estructural
es el método de las fuerzas (Force method, FM) [2], que se deriva de la aplicacion del principio del trabajo virtual
complementario (Principle of Complementary Virtual Work, PCVW). El método FM parte de un campo de
tensiones en equilibrio y se determinan las funciones de los parametros de fuerzas internas que cumplen las
ecuaciones de compatibilidad. El método FM casi ha desaparecido debido a que su programacion es
significativamente mas dificil que la del SM.

El objetivo de este trabajo es analizar y comparar el método de rigidez con el método de modos incompatibles y
los métodos formulados en tensiones y deformaciones. En primer lugar, se indican las formulaciones
correspondientes a los tres métodos para, a continuacion, presentar dos ejemplos en los que se comparan los
resultados obtenidos con los citados métodos.

2. Formulacion del método SM y otras alternativas

El método SM es el limite inferior de la solucion real [3] y existen varios métodos alternativos que buscan corregir
ciertas deficiencias en los elementos finitos clasicos, como la rigidez excesiva o la insuficiente representacion de
ciertos campos de desplazamientos o tensiones. Entre ellos caben destacar el método que incluye los modos
incompatibles [4, 5] y el método rigidez-fuerza (Stiffness-force method, SFM) [6, 7]. A continuacion, se presenta
la formulacion del método SM, para después indicar las modificaciones que se realizan en los métodos con modos
incompatibles y SFM.

2.1. Método de la rigidez

Si un sistema continuo esta discretizado en elementos finitos, segun el principio PVW y suponiendo que el grado
de libertad de desplazamientos del elemento es ., el trabajo virtual realizado por las fuerzas externas en un
elemento es igual al trabajo virtual realizado por las tensiones:

[{oe}" {o}av ={sd'} {P'} M

%

Donde i = 1...n.; V es el volumen del elemento, {d&} y {da’} son los vectores de las deformaciones y los
desplazamientos nodales virtuales independientes; {o} es el vector de tensiones y {P'} es el vector de las fuerzas
nodales.

En el analisis mediante el método SM, los desplazamientos dentro de un elemento se interpolan usando funciones
de forma basadas en los nodos del elemento [1]:

{u}=[N]{a'} 2)

Donde {a’} es el vector de los desplazamientos nodales y [N] es la matriz de funciones de interpolacion de
desplazamientos. Una vez obtenidos los desplazamientos nodales se conocen también las deformaciones en el
elemento:

te}=[L]IN]{a'}=[B){«'} 3

donde [L] es la matriz de operadores diferenciales y [B] es la matriz de forma. Mediante la matriz de rigidez del
material [D] se relacionan las deformaciones y las tensiones:

(o} =[D](e} @

2
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Sustituyendo las ecuaciones (3) y (4) en la ecuacién (1):
{M‘}T( [ (8] [D][8] dv){af}:{aafr{pf} 5)

Al ser {da'} independientes, para que se cumpla (5), se obtiene la ecuacion de gobierno del método SM:

(& J{a'} ={P] (©)

Siendo [K¢] la matriz de rigidez del elemento:
[k 1=, 181 [P](B]av (7)
La matriz de rigidez del sistema se construye mediante el ensamblaje de las matrices de rigidez de los elementos.

2.2. Método con modos incompatibles

La aproximacion mediante el método SM puede ser insuficiente en ciertos casos (como por ejemplo en el caso de
grandes deformaciones), para solucionar ese problema, el método con modos incompatibles introduce funciones
adicionales en la interpolacion de desplazamientos, permitiendo mayor flexibilidad en la deformacion del elemento
sin modificar la continuidad global del modelo. De esta forma se reduce la rigidez artificial que pueda tener el
método SM y se representan mejor los efectos de flexion y corte.

En este método los desplazamientos del elemento se calculan introduciendo unas funciones adicionales [M] [1]:
{u}=[N|{a'}+ M {q'} (®)

Donde [M] son las funciones incompatibles, es decir, no cumplen la compatibilidad con los elementos vecinos y
{¢’} son grados de libertad internos adicionales, que no afectan a los nodos del elemento. En la formulacion de
este método, la modificacion es utilizar la ecuacion (8) en lugar de la ecuacion (2).

El método con modos incompatibles pasoé a llamarse Enhanced Strain Method (ESM) [8,9] y en la actualidad se
siguen publicando trabajos con nuevos elementos que utilizan los modos incompatibles [10-13].

2.3. Método SFM

El método SFM utiliza funciones de interpolacion independientes para el campo de desplazamientos y el campo
de tensiones [6,7]. En este método se cumplen las ecuaciones de equilibrio, como en el método SM y, ademas, se
cumplen las condiciones de compatibilidad, como en el método FM, por lo tanto, puede decirse que esta basado
en tensiones y desplazamientos.

Las ecuaciones del SFM se obtienen de la aplicacion de los principios del trabajo virtual, ecuacion (1), y del trabajo
virtual complementario:

[{60} {e}av ={sP'} {a') ©)

v

En el método SFM la interpolacion de las tensiones y los desplazamientos es independiente [6]. Las tensiones en
cualquier punto del elemento se interpolan a partir de los parametros de tension {F'}:

{o}=[Y]{F’} (10)

siendo [Y] la matriz de funciones de interpolacion de tensiones. Por otro lado, el vector de tensiones se relaciona
con el vector de deformaciones mediante la matriz de coeficientes de flexibilidad del material [S]:

te}=[5]io} (an

Sustituyendo las ecuaciones (3) y (10) en el principio del trabajo virtual, ecuacion (1), resulta:

ooy ([l 0 1) {2 02

v

La matriz de equilibrio se define como:
[E]=[[B] [Y]av (13)
Vv

Por lo tanto, la ecuacion de equilibrio se expresa como:
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(2]} = (P a9

Al sustituir las ecuaciones (10), (11) y (14) en el principio del trabajo virtual complementario, ecuacion (9), resulta:

{or}’ (I bl [S][Y]dVJ{F’} ={or'} [£] {a') as)
La matriz de flexibilidad se define como:

[G]zj[Y]T[S][Y]dV (16)

Vv

La ecuacion (15) se puede expresar como:

[G]{F’}z[E]T{a'} (17)
De la ecuacion (17) se obtienen los pardmetros de tensiones del elemento {F/}:

(F)=[61 (2] {u' )

Multiplicando esta expresion en ambos lados por la matriz de equilibrio [E], el primer término de la ecuacion (18),
segun (14) corresponde al vector de fuerzas externas aplicadas en los nodos, {P}:

(P'}=([ENCT '[£] ){e} (19)
La ecuacion (19) se puede escribir:
(& {a'}={P} (20)
En el método SFM la matriz de rigidez del elemento es:
[k ]=[E)[G] [£] @1)

La matriz de rigidez de la estructura se obtiene del ensamblaje de las matrices elementales, tal y como se hace en
el método SM.

Este método es equivalente al método hibrido [14] tal y como indicaron Adarraga et al. [6].

3. Comparacion de los métodos SM, SFM y ESM

En esta seccion se describen los problemas analizados utilizando los métodos SM, SFM y ESM. Se han
seleccionado problemas sencillos y se han realizado los analisis en dos dimensiones.

3.1. Andlisis de una viga en voladizo de material ortotropo.

En primer lugar, se ha analizado una viga en voladizo que se muestra en la Figura 1.

Figura 1: Viga en voladizo.

El material utilizado en el analisis es el laminado composite unidireccional carbono/epoxi AS4-3501-6 de la
empresa Hexcel Composites y sus propiedades elésticas se recogen en la Tabla 1.

Tabla 1: Propiedades mecanicas del composite AS4-3501-6.

E1 E> G2 vi2
(GPa) (GPa) (GPa)
147,0 10,3 7,0 0,27
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Se ha realizado el analisis numérico mediante los métodos SM, ESM y SFM utilizando modelos con niimero
creciente de elementos y los resultados obtenidos se han comparado con una aproximacion analitica. Esta ultima
esta basada en la teoria de vigas de Timoshenko y se ha considerado el efecto del cortante. El desplazamiento de
los puntos de la linea media de la viga se calcula segtn:

2
v:_&x{ _ﬁj_i Px 22)
Eth 3) 5G,ht
Y las tensiones normales mediante la siguiente expresion:
6P
o, :ﬂl_Z(_L+x) (23)

Se ha considerado una viga de longitud L = 100 mm, altura # =4 mm, espesor =2 mm y carga P = 10 N. Por lo
tanto, sustituyendo dichos valores en las ecuaciones (22) y (23) se obtienen los valores del desplazamiento y
tension maximos:

Vo = 2,137 mm
o, =187,5MPa

En la Figura 2 se muestra la variacion en los valores de los desplazamientos y las tensiones méaximas con el nimero
de elementos utilizados en la discretizacion. En los mallados se han utilizado diferente nimero de elementos en la
direccion longitudinal y transversal, concretamente: 4x1, 8x2, 16x4 y 32x8. Los célculos con los métodos SM y
SFM se han realizado en Matlab y los célculos con los elementos incompatibles (CPS41) en Abaqus. Los resultados
obtenidos se han comparado, asimismo, con los valores determinados con la aproximacion analitica.
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a
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§
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4 16 64 256
N° de elementos
(b) Tension

Figura 2: Valores maximos en funcion del grado de discretizacion.

3.2. Analisis de una viga de seccion variable.

La viga de seccion variable bajo una carga unitaria uniformemente distribuida en el extremo libre fue propuesta
por Cook et al. [15]. En este problema los elementos finitos no son rectangulares como en el ejemplo anterior, sino
que estan distorsionados. En la Figura 3 se muestra la geometria y las dos discretizaciones utilizadas en el analisis
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por elementos finitos. Se ha considerado el estado de tension plana y material isotropo: modulo elastico £ = 1
MPa, coeficiente de Poisson v=1/3 y espesor de la viga de 1 mm.

\ 48 |

44

Figura 3: Viga de seccion variable.

Los célculos se han realizado utilizando Abaqus, se han utilizado los elementos CPS4 (método SM) y CPS4I1
(modos incompatibles) y se ha introducido la formulacion del método SFM mediante una subrutina de usuario
UEL. Los resultados obtenidos son la tension principal maxima en el punto 4, la tension principal minima en el
punto By el desplazamiento en el punto C. En la Tabla 2 se han comparado los resultados numéricos obtenidos
con los métodos SM, ESM (elemento CPS41) y SFM correspondientes a los mallados de la Figura 3 con los
obtenidos utilizando una malla de 64x64 elementos con modos incompatibles.

Tabla 2: Desplazamiento y tensiones de la viga de seccion variable.

Ve O Amax G Bmin
(mm) (MPa) (MPa)
2x2 4x4 2x2 4x4 2x2 4x4

SM 11,85 18,30 10,1219 0,1874 -0,0965 -0,1526
CPS41 21,05 23,02 0,1730 0,2217 -0,1658 -0,1849
SFM 21,13 23,02 10,1854 0,2241 -0,1550 -0,1856
64x64 23,96 23,96 0,2368 0,2368 -0,2035 -0,2035

4. Conclusiones
Las conclusiones derivadas de los resultados obtenidos en el presente trabajo son los siguientes:

Porun lado, se puede concluir que cuando la discretizacion se realiza con pocos elementos, los resultados obtenidos
utilizando los elementos que incluyen los modos incompatibles y el método hibrido son significativamente mejores
que los determinados mediante el método de rigidez.

Por otro lado, al comparar los resultados obtenidos utilizando los modos incompatibles y el método hibrido, si los
elementos son rectangulares se obtienen los mismos resultados. Sin embargo, cuando se utilizan elementos
cuadrilateros generales, se obtienen resultados similares, pero no iguales.
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