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Este trabajo de investigacion presenta una metodologia para el célculo y la caracterizacion del
espacio de trabajo de una familia novedosa de manipuladores paralelos capaces de realizar 2
traslaciones (2T) y 2 rotaciones (2R) requeridas en un amplio abanico de aplicaciones del ambito
industrial, aerondutico y de la rehabilitacion. Debido a su similitud cinematica, la metodologia da
lugar a resultados andlogos para cada uno de los manipuladores que conforman la familia, por
ende, a lo largo del trabajo se toma como ejemplo ilustrativo un Gnico manipulador. En concreto,
uno de topologia simétrica y novedosa hasta la fecha (2RRU-2RSS).

En primer lugar, se describen las variables cinematicas de entrada-salida asociadas al manipulador
objeto de estudio, y se plantean las coordenadas de sus pares cinematicos en funcion de estas.
Posteriormente, se enumeran las diferentes variantes topoldgicas que dan lugar a los mecanismos
cinematicamente equivalentes que conforman esta familia y para los cuales son extrapolables las
conclusiones alcanzadas. A continuacion, se propone una metodologia con un enfoque de carécter
geométrico para obtener el espacio de trabajo individual de cada cadena, a partir de las expresiones
analiticas del lugar geométrico de sus singularidades. Finalmente, haciendo uso de dichas
expresiones y aplicando un método analitico-gréafico de desarrollo propio en MATLAB, se obtiene
el espacio de trabajo del mecanismo completo.

Ademaés de que el método presenta un coste computacional inferior a aquellos de uso habitual, el
hecho de calcular individualmente el espacio de trabajo de cada cadena, no sélo permite observar
la influencia o el efecto de cada una de ellas en las fronteras del espacio de trabajo resultante, sino
que posibilita caracterizar geométricamente el tamafio y la forma del mismo en funcién de todos
los parametros dimensionales y la orientacion del elemento terminal, lo que resulta de gran utilidad
para el proceso de sintesis dimensional y optimizacion.
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Caracterizacion del espacio de trabajo de una nueva familia de manipuladores paralelos 2T2R

1. Introduccion

Los robots paralelos o de cinemaética paralela son sistemas caracterizados por un elemento terminal (plataforma
movil) que se conecta a un bastidor (plataforma fija) mediante un conjunto de cadenas cinematicas. Esta
arquitectura paralela hace que, en comparacion con los robots series tradicionales, los robots paralelos presenten
una mayor rigidez, un mejor comportamiento dindmico, una mayor capacidad de carga y una alta precision [1].
Debido a estas caracteristicas de gran interés practico, los manipuladores paralelos se han hecho un hueco en la
industria [2] y su uso se esta extendiendo para cubrir un amplio abanico de aplicaciones que van desde simuladores
de movimiento [3] y sistemas de posicionamiento para el sector aeronautico [4], hasta dispositivos de
rehabilitacion [5].

Cuando se habla de manipuladores paralelos, se tiende a pensar en la clasica plataforma de Gough-Stewart de 6
grados de libertad (gdl) [6]. Sin embargo, en muchas de las aplicaciones mencionadas el nimero de gdl requerido
es inferior a 6, siendo en dichos casos interesante emplear los denominados manipuladores paralelos de movilidad
reducida. Estos mantienen las ventajas inherentes de los robots de arquitectura paralela, pero presentan un nimero
inferior de gdl y, por ende, son mas eficientes desde un punto de vista mecanico y de control.

A pesar de que la sintesis de los manipuladores paralelos de movilidad reducida es una tarea compleja, el nimero
de disefios de este tipo ha ido creciendo significativamente a lo largo de las Ultimas décadas gracias a la cantidad
de métodos de sintesis topoldgica que se han propuesto [7]. No obstante, la mayoria de estos métodos se han
empleado principalmente para desarrollar manipuladores de 3 gdl, como por ejemplo el robot DELTA propuesto
por Clavel [8], dejando de lado el disefio de manipuladores de 4 gdl [9].

En funcion del patrén de movimiento, los manipuladores paralelos de 4 gdl se pueden clasificar en 3 grupos: 3T1R,
2T2R y 1T3R, donde T y R hacen referencia al movimiento de traslacion y rotacién, respectivamente. De estos
tres grupos, los manipuladores 2T2R son los menos investigados y, por tanto, el nimero de manipuladores
paralelos de este tipo es escaso en la literatura. En la actualidad, sin embargo, existe una alta demanda de disefios
mecanicos con un patrén de movimiento 2T2R ya que, en el ambito de la rehabilitacion [10], de la fabricacién [11]
e incluso de la industria aeroespacial [12] se requiere del uso de mecanismos capaces de generar dos traslaciones
(2T) en un plano vertical y dos rotaciones (2R) en torno a ejes horizontales. La mayoria de los manipuladores
2T2R que han sido propuestos presentan uno o varios de los siguientes inconvenientes: su topologia es compleja
[13], contienen un elevado nimero de componentes [14] y/o deben satisfacer condiciones geométricas muy
estrictas [15] que dificultan el montaje y el desarrollo de un prototipo.

Si bien los manipuladores paralelos se caracterizan por tener unas ventajas con respecto a los robots serie, también
presentan una serie de desventajas entre las que destaca un espacio de trabajo, definido como el conjunto de
posiciones y orientaciones que la plataforma mévil puede alcanzar, muy reducido y limitante. En consecuencia, el
tamafio y la forma del mismo son dos factores criticos en su disefio [16]. Para manipuladores de mas de 3 gdl no
es posible representar completamente el espacio de trabajo, siendo necesario restringir o fijar varios de los gdl. En
funcion del tipo de gdl que se restringen y se representan, se obtienen diferentes tipos de subespacios del mismo,
siendo el espacio de trabajo traslacional (o de orientacién constante) y rotacional (o de posicién constante) los dos
més habituales para manipuladores 2T2R y que se pueden obtener fijando la orientacion o la posicion de la
plataforma movil, respectivamente [17].

En la literatura existen diferentes métodos para calcular el espacio de trabajo tedrico que, a grandes rasgos, se
pueden dividir en tres tipos: métodos discretos, analiticos y geométricos. El primer tipo, discretiza el espacio, en
variables de salida, con una malla donde los nodos representan las diferentes posiciones y orientaciones de la
plataforma movil. Para cada nodo, se resuelve el problema de posicion inverso y se comprueba si la
posicion/orientacion correspondiente pertenece o no al espacio de trabajo. Las referencias [18] y [19] son dos
ejemplos en los que se utiliza este tipo de método. Las dos principales ventajas de los métodos discretos son su
facil implementacién y su potencial para considerar todo tipo de restricciones (p. €j., interferencias entre barras o
la limitacion del rango de los pares cinematicos). Sin embargo, presentan un elevado coste computacional y su
precision depende del tamafio de la malla.

Por su parte, los métodos analiticos consisten en obtener las expresiones algebraicas de las curvas o superficies
que representan las fronteras del espacio de trabajo. Su coste computacional es inferior al de los métodos discretos
y permiten representar con precision las fronteras del espacio de trabajo. Sin embargo, los métodos de este tipo no
se pueden generalizar ya que dependen de la arquitectura particular del robot que se esta analizando. A modo de
ejemplo, los autores de [20] y [21] utilizaron métodos analiticos para determinar las fronteras del espacio de trabajo
rotacional y traslacional de manipuladores paralelos de baja movilidad.

Finalmente, los métodos geométricos calculan el espacio de trabajo de cada cadena cinematica por separado y
posteriormente calculan su interseccion para obtener el espacio de trabajo del manipulador completo. Ademas de
proporcionar unos resultados precisos con un coste computacional reducido, proporcionan informacion valiosa
sobre la influencia que tienen las dimensiones del mecanismo en el espacio de trabajo. No obstante, suelen requerir
de un software de CAD para poder realizar la interseccion entre las diferentes superficies geométricas [22]. Son
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varios los investigadores que han utilizado este tipo de método para calcular el espacio de trabajo tanto de
manipuladores de 6 gdl [23][24], como manipuladores de movilidad reducida [25][26].

En este contexto, el presente trabajo tiene una doble finalidad. Por un lado, presentar un nuevo manipulador
paralelo 2T2R, junto con sus variantes topologicas, para paliar la escasez de disefios de este tipo que existen y que
pueden emplearse para cubrir las aplicaciones mencionadas anteriormente. Y, por otro lado, proponer una
metodologia de caracter analitico-geométrica valida para obtener el espacio de trabajo de esta familia de
manipuladores, que alna las ventajas de ambos métodos (analiticos/geométricos) y permite caracterizar el efecto
de los pardmetros geométricos del mecanismo en la forma y tamafio del mismo, lo que resulta de interés para un
posterior proceso de sintesis dimensional y de optimizacién.

2. Descripcion del mecanismo y sus variantes

La Figura 1 muestra el mecanismo que se va a analizar en este trabajo. Se trata de un manipulador paralelo
novedoso de 4 gdl formado por dos plataformas, una fija y otra movil, unidas a través de cuatro cadenas
cinematicas. Las dos cadenas centrales (i = 1, 3) estan compuestas por dos pares de rotacion (R) y una junta
universal (U), mientras que las cadenas laterales (i = 2,4) estan compuestas por un par de rotacién y dos pares
esféricos (S). Los cuatro pares R unidos a las plataforma fija o bastidor, son los pares actuados y, por tanto, la
topologia cinematica del mecanismo queda definida como 2RRU-2RSS.

(@) (b)

Figura 1: Manipulador paralelo 2RRU-2RSS: (a) pardmetros geométricos (b) variables de entrada y salida.

Tal y como se muestra en la Figura 1, se hace uso de dos sistemas de referencia. El sistema de referencia fijo
(Oxyz) esté situado en el centro del bastidor y el sistema de referencia mévil (P,,,,) estd anclado a la plataforma
movil, donde el eje w apunta en la direccion normal a dicha plataforma y el eje u apunta a una de las juntas
universales.

La posicion de la plataforma viene definida por el vector p = [x, 0, z]7, mientras que su orientacion se define a
través de los &ngulos ¢ y 6, que representan las rotaciones alrededor del eje Y y el eje u, respectivamente. Las dos
coordenadas del punto P, punto de referencia de la plataforma moévil, y los dos angulos de rotacion anteriores
conforman el vector de variables de salida x = [x, z, ¢ , 8]7, que define por completo la posicion y orientacion del
mecanismo e indica que los gdl del mismo son dos traslaciones (2T) a lo largo de los ejes X y Z, y dos rotaciones
(2R) entorno a los ejes Y y u.

En cuanto a la nomenclatura de los pares cinematicos, se empleara la letra C; para hacer referencia a los pares
actuados anclados al bastidor, la letra B; para definir los pares intermedios y la letra A; para los pares terminales,
donde el subindice i identifica la cadena cinemética. Asimismo, se utilizara el término de barras inferiores para
hacer referencia a las barras que conectan los pares C; y B;, y el término de barras superiores a aquellas que
conectan los pares B; y 4;. El angulo que forma la barra inferior de la cadena i con respecto al eje X se denotara
como f;, que conforma el vector de variables de entrada, g = [, B2, B3, B+]7. En la Figura 1b se pueden ver
representadas las cuatro variables de entrada y las cuatro de salida.

En términos de movilidad, las cadenas centrales (RRU) son las Gnicas que imponen restricciones a la plataforma
movil y, por tanto, estas cadenas son las que definen su espacio de movimiento. En este sentido, cabe destacar que
con solo una cadena RRU ya seria suficiente para dotar al manipulador de los 4 gdl mencionados (2T2R) y que,
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por el hecho de afiadir una segunda cadena de este tipo, estamos introduciendo dos redundancias cinematicas al
manipulador. Estas redundancias se pueden eliminar simplemente sustituyendo una de las cadenas RRU por otra
cadena RSS tal y como se muestra en los mecanismos de la segunda fila de la Figura 2, donde el manipulador
RRU-3RSS ha sido recientemente analizado por los autores [27]. Se empleen una o dos cadenas RRU, para poder
obtener el patrén de movimiento 2T2R deseado, es condicidn necesaria que los ejes de rotacion de los pares R
correspondientes a dicha/s cadena/s sean paralelos al eje Y, y el primer y el segundo eje, contados desde el bastidor,
del par U sean paralelos a los ejes Y y u, respectivamente.

Por otra parte, las cadenas RSS no modifican el espacio de movimiento del manipulador, se emplean ya que tener
cuatro cadenas cinematicas en un manipulador paralelo de 4 gdl permite ubicar todos los actuadores en el bastidor,
lo que reduce el consumo eléctrico, y facilita cumplir con otros requisitos de disefio de interés practico como es
incrementar la estabilidad del manipulador. Debido a la barra superior biarticulada, las cadenas RSS presentan un
gdl inoperante que se puede evitar sustituyendo uno de los pares esféricos por una junta universal como se puede
apreciar en las cuatro variantes de este manipulador que se recogen en las dos ultimas columnas de la Figura 2.
Esta ultima modificacion no es relevante cuando las barras biarticuladas son rectas, pero resulta de gran utilidad
cuando las barras superiores no lo son, ya que, en dicho caso, el giro incontrolado puede originar colisiones con
otros elementos y es primordial su eliminacién.

GDL inoperante Sin GDL inoperante

No Redundantes

Redundantes

RRU-3RSS RRU-3RSU RRU-3RUS

Figura 2: Variantes topolégicas que conforman la familia de manipuladores novedosos de tipo 2T2R.

Asimismo, cabe remarcar el interés practico de realizar un analisis cinematico del mecanismo 2RRU-2RSS
presentado en este trabajo, ya que los resultados del mismo son extrapolables a otros mecanismos cinematicos
equivalentes, como los mostrados en la Figura 2. Estos mecanismos son variantes del 2RRU-2RSS y la utilidad de
emplear uno u otro depende del uso que se les quiera dar. Asi, por ejemplo, para aquellas aplicaciones que
requieran dotar al manipulador de una mayor rigidez, a expensas de aumentar la dificultad de montaje, resulta de
interés trabajar con alguno de los tres mecanismos con restricciones redundantes de la primera fila.

Desde un punto de vista de fabricacién, resulta més econdmico trabajar con elementos de mismas dimensiones. Es
por ello, que se va a realizar el estudio asumiendo que todas las barras inferiores son de longitud R, todas las
superiores de longitud L y que el tamafio de la plataforma movil y fija van a ser idénticas con una dimensién central
2F y una lateral de valor 2N. Luego, ademas de una topologia simétrica, el manipulador presentard una simetria
dimensional.

3. Metodologia de calculo

A continuacion, se describe la metodologia propuesta para el calculo del espacio de trabajo de la familia de
manipuladores presentados en el apartado anterior. La metodologia se basa en el hecho de que las fronteras del
espacio de trabajo teérico de un manipulador representan el lugar geométrico de sus singularidades del problema
de posicién inverso y que, a su vez, estas estan condicionadas por las singularidades de cada una de las cadenas
cinematicas por separado.
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Para calcular las singularidades de cada cadena, en primer lugar, se plantean las coordenadas de los pares
cinematicos que componen el mecanismo, posteriormente se describe la naturaleza geométrica del problema de
posicién inverso que, si bien no es necesario resolver, su significado fisico resulta fundamental para identificar la
expresion del lugar geométrico de las singularidades. Seguido, y en base a las expresiones anteriores, se calcula el
espacio de trabajo de cada cadena. Finalmente, se obtiene el espacio de trabajo del manipulador completo a través
de la interseccion de los espacios de trabajo de todas sus cadenas.

3.1. Coordenadas de los pares cinematicos

Atendiendo a la nomenclatura de los parametros geométricos y las variables de entrada-salida mostrados en el
apartado anterior, se pueden expresar las coordenadas de los pares cinematicos. La obtencion de las coordenadas
de los pares actuados C; es directa ya que su ubicacion es fija y de valor:

—F 0 F 0
C]_ = 0 l CZ =|—-N C3 =10 C4 =|N (1)
0 0 0 0

Por su parte, las coordenadas de los pares intermedios B; se pueden expresar en funcién de los angulos de entrada
(B;). Evidentemente aqui intervienen también las dimensiones de la plataforma fija (N, F) y las longitudes de las
barras inferiores (R):

—F —Rcos B, —R - cosf, F —R-cosp; —R -cosf,
B, = 0 ] B, = —N B; = 0 ] B, = N 2
Rsin B, R -sinf, R -sinfs R -sinf,

Finalmente, se pueden obtener las coordenadas de los pares terminales A;, en funcién de las variables de salida
(x, z, @, 0) y de las dimensiones de la plataforma movil (N, F) empleando la ecuacion siguiente:

A;=p+Rot-a; ©)
Donde el vector a; define la posicién de los pares terminales en el sistema de referencia mévil y Rot es una matriz

de rotacién que relaciona el sistema de referencia maévil con el sistema de referencia fijo, cuya expresion, mostrada
en la Ecuacion (4), se consigue aplicando una rotacion ¢ entorno al eje Y y una rotacién 6 entorno al eje u.

0 cos6 —sinf
—sing cos@ - sinf cose - cosO

(4)

cosp  sing -sinf sing - coso
Rot = Rot,, - Roty = ]

Sustituyendo los valores de cada término en la Ecuacion (3), se obtienen las coordenadas de A; en el sistema
referencia fijo:

x —Fcos g x—Nsingsin6 x + Fcose x+ Nsingsinf
A, = 0 A, = —Ncos 6 A; = 0 A, = N cos 6 l (5)
z+Fsing z—Ncos @sinf z—Fsing z+ Ncos@sinb

3.2. Naturaleza geométrica del problema de posicion inverso

Una vez se tienen las coordenadas de los pares terminales, se pueden plantear las cuatro ecuaciones de posicion
e;(x,z,¢,0,B;) = 0 simplemente imponiendo la restriccién geométrica de que la distancia entre los pares B; y 4;
es igual a la longitud de la barra superior i, que para el manipulador presentado es L. En aras de reducir la extension
de las expresiones matematicas, a partir de este punto, se empleara la simbologia s y ¢ para abreviar las funciones
seno y coseno, respectivamente.

e;= (x—F-cog+F+R-cB)?+(z+F -sp—R-spy)? =1L
e;= (x—N-s@-s80+R-cB)>?+(N—N-c)?+ (z—N-cp-s8 —R-sf,)* = L?

(6)
e3= (x+F-cog—F+R-cf3)>+(@z—F -sp—R-sP3)*=L*

e,= (x+N-s@-sO0+R-cB)?+(N—N-c6)?+ (z+N-co-s8—R-sp,)? =12



Caracterizacion del espacio de trabajo de una nueva familia de manipuladores paralelos 2T2R

El problema de posicion inverso consiste en obtener las variables de entrada (B;) en funcion de las variables de
salida (x, z, @, 8), es decir, en determinar los valores de los actuadores o la configuracién de cada cadena para
poder alcanzar una posicién/orientacion determinada de la plataforma movil. Tal y como se puede ver en la
Ecuacion (6), se trata de un problema matematicamente desacoplado y, en consecuencia, la ecuacion asociada a
cada cadena se puede resolver de manera independiente. A pesar de que la resolucion del mismo no presenta mayor
dificultad, computacionalmente resulta costoso resolver el problema varias veces con el fin de determinar el
espacio de trabajo, lo cual suele ser habitual en los métodos discretos de calculo. No obstante, a diferencia de este
tipo de métodos, el caracter geométrico que presenta la metodologia propuesta hace que no sea necesario resolver
el problema inverso de posicion para definir las fronteras del espacio de trabajo.

Esto se debe a que, dada la naturaleza de las cadenas, el problema inverso se puede plantear a través de un enfoque
geométrico que sustituye cada una de las ecuaciones anteriores por dos circunferencias, cuya interseccion,
representa las coordenadas de los pares intermedios B;. Y es que, definidos los valores de las variables de salida,
se tienen las coordenadas de los pares terminales A; empleando la Ecuacion (5). Como las coordenadas de los
pares C; son fijas, al quedar definidas por las dimensiones del mecanismo, el problema de posicion inverso
consistiria simplemente en obtener las coordenadas de los pares intermedios B;, a partir de los cuales se pueden
obtener las variables de entrada (véase Ecuacién (2)).

(a) (b)
ZA

Figura 3: Enfoque geométrico del problema de posicion inverso para las (a) cadenas RRU y (b) cadenas RSS.

Por una parte, para las cadenas RRU las posibles posiciones de B; vendran dadas por los dos puntos de interseccion
de la circunferencia de centro C; y radio R, y la circunferencia de centro A; y radio L. Tal y como se puede observar
en la Figura 3a, ambas estan contenidas en el plano XZ. Por otra parte, para las cadenas RSS, las posibles posiciones
de B; vendran dadas por los dos puntos de interseccion entre una circunferencia y una esfera de centros y radios
iguales que las circunferencias de las cadenas RRU. Sin embargo, como se ilustra en la Figura 3b, es posible
transformar la esfera, a través de proyecciones, en una circunferencia de radio L; y centro A;, permitiendo realizar
un enfoque idéntico (i.e., interseccion circunferencia-circunferencia) para las cuatro cadenas cinematicas.

Aj es la proyeccion del punto A; sobre el plano paralelo a XZ que contiene la barra inferior de la cadena i, mientras
que la longitud L; se puede obtener a través de la construccion grafica de la Figura 3b, cuya expresion viene dada
por la siguiente ecuacion:

A,i = [Aix' Ciy'AL'z i L; = |L? - ”mnz (7)

L

3.3. Lugar geométrico de las singularidades del problema inverso

El lugar geométrico de las singularidades del problema inverso representa el conjunto de posiciones y
orientaciones en las que al menos una de las cadenas esta completamente plegada o extendida y, en consecuencia,
en ellas el manipulador pierde un grado de libertad.
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Desde un punto de vista matematico, la singularidad representa la convergencia de dos soluciones reales del
problema de posicion inverso en una Unica solucion de doble multiplicidad. Para la familia de manipuladores
propuestos la singularidad ocurre siempre que una pareja de circunferencias, asociadas a la misma cadena
cinematica, se vuelven mutuamente tangentes. Bajo esta condicion geométrica, la distancia entre los centros de las
circunferencias es igual a la suma o resta de sus radios, es decir, ||C,A!|| = |R + L;|. Donde el signo positivo indica

que las dos circunferencias quedan a ambos lados del punto de tangencia (cadenas extendidas), mientras que el
signo negativo indica una tangencia interna (cadenas plegadas), como se ve en la Figura 4.
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Figura 4: Condicion geométrica de una singularidad debido a una (a) extensién o (b) plegado de la cadena i.

En consecuencia, si se impone la condicion de distancia a las cuatro cadenas que componen el mecanismo, se
puede obtener la expresion analitica del lugar geométrico de las singularidades correspondiente a cada una de ellas

0, en otras palabras, la expresion de las fronteras de sus espacios de trabajo. Utilizando el simbolo n; para denotar
la ecuacion de distancia para la cadena i, se tiene:

Mme = VO +F-(1—cp)?+ (z+F-s9)?=|RtL|

Ja—F-(1—cop))?+(z—F-sp)?=|R+1L|

=

w

H+
1]

(8)

Nyt = \/(x—N-S(p-SB)Z+(z—N-c<p-59)2=|Ri\/L2—N2-(1—ct9)2|

Nay = \/(x+N-S(p-59)2+(z+N-c<p-59)2=|Ri\/L2—N2-(1—ct9)2|

De las expresiones anteriores se puede apreciar como 1,4 Y 134+ no dependen del giro 6, lo cual concuerda con el
hecho de que todas las barras de las cadenas centrales (RRU) estéan restringidas a permanecer dentro del plano XZ.
Por esta misma razdn, las longitudes L} y L% coinciden directamente con la longitud de las barras superiores (L).

La interseccion de las cuatro regiones del espacio que encierran las superficies/curvas dadas por cada 1, permite
obtener el espacio de trabajo del manipulador completo. Al tener el mecanismo 4 gdl, su espacio de trabajo es una
entidad tetradimensional, no siendo posible su representacién completa. Para el presente estudio se ha decidido
trabajar, en primera instancia, con orientaciones constantes de la plataforma mdvil y, por tanto, con el objetivo de
obtener el espacio de trabajo bidimensional conocido como espacio de trabajo traslacional.

3.4. Calculo del espacio de trabajo traslacional

Si se fija la orientacion de la plataforma movil, las variables de salida ¢ y 6 son constantes. En consecuencia,

reordenando las expresiones 7, del apartado anterior considerando x y z como las Unicas variables incognita, se
obtienen las siguientes expresiones:

nli(x' Z) = (x + acx)z + (Z + O-cz)z = Tcz 7731(x: Z) = (x - ch)Z + (Z - acz)z = rcz

)
N24(x,2) = (x + 0,,)* + (z + 0p,)* = 17 N4+(%,2) = (x — 0,)* + (2 — 0p,)* = 1
donde
Oy =F - (1 —co) O, = F-s¢ r.,=(R=*L)

(10)
O = —N-s¢-s0 g, = —N-co-sb n=(R+I2-N2-(1-c6)?)
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Las expresiones 1,4+ (x, z) corresponden con 4 parejas de circunferencias, una por cadena cinematica, de radio . y
centro (o, 0.,) para las cadenas centrales, y de radio r; y centro (o, g;,) para las cadenas laterales. Las dos
circunferencias asociadas a una misma cadena, que no deben confundirse con las de la Figura 4, son concéntricas
y sus radios vienen determinados por el signo +. Por tanto, el espacio de trabajo de cada cadena estara definido
por la region anular limitada por las posiciones singulares derivadas de su ecuacion n;. (x, z).

Con el fin de obtener el espacio de trabajo del manipulador, se emplea un programa de desarrollo propio en
MATLAB que calcula la suma, resta e interseccion de distintas regiones circulares y que, por tanto, permite obtener
la interseccidn de las regiones anulares de cada cadena.

Para el manipulador en cuestion, primero se calculan los cuatro circulos que encierran las circunferencias de
singularidad asociadas a posiciones en las que las cadenas estan estiradas (1;, (x, z)). A continuacion, se realiza la
interseccion de todos ellos. Finalmente, al resultado de la interseccion, se le resta el area circular que encierran las
circunferencias de singularidad asociadas a las posiciones en las que las cadenas estan plegadas (n;_ (x, 2)).

En la Figura 5 se muestra un ejemplo del espacio de trabajo resultante (coloreado en gris) junto con las
circunferencias de singularidad de cada cadena (identificada por distintos colores), tanto por estar las mismas
estiradas (linea continua) o plegadas (linea discontinua), para unas dimensiones (R, L, N, F) y una orientacion
genérica del mecanismo.
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Figura 5: Espacio de trabajo del manipulador (en gris) delimitado por las curvas de singularidad de cada cadena
para una orientacién arbitraria de la plataforma mdvil. Lineas continuas/discontinuas = cadena plegada/extendida.

4. Caracterizacion geométrica del espacio de trabajo traslacional

El hecho de calcular el espacio de trabajo usando la metodologia del apartado anterior (interseccion del espacio de
trabajo de cada cadena cinemética por separado) permite ver la influencia que tiene cada una de ellas en su tamafio
y forma. Teniendo en cuenta las expresiones de los centros y radios de las circunferencias de singularidad asociadas
a cada cadena (véase Ecuacion (10)), se puede deducir que el efecto de cada una dependera tanto de las dimensiones
como de la orientacidn del manipulador.

En la préactica, lo habitual es que la orientaciéon de la plataforma mdvil del manipulador varie durante el
movimiento, mientras que las dimensiones de las barras y plataformas se mantienen fijas. Es por ello que para el
manipulador 2RRU-2RSS propuesto, se ha creido conveniente separar la caracterizacion de su espacio de trabajo
en funcidn de las cuatro formas en las que se puede orientar su plataforma mavil.

4.1. Rotacién nula

En el caso de que la plataforma movil no presente ningln giro o rotacién (¢ = 6 = 0°) esta sera paralela a la
plataforma fija. Para este caso particular, las cuatro parejas de circunferencias, asociadas a cada cadena, estan
solapadas y centradas en el origen del espacio de trabajo traslacional. La Figura 6 muestra esta particularidad,
donde se recuerda que las lineas continuas (i) y discontinuas (ii) permiten discernir, respectivamente, entre las
singularidades causadas por el pliegue o extension de, al menos, una cadena cinematica.

Este solapamiento entre circunferencias significa que todas las cadenas alcanzan una singularidad del problema
inverso simultaneamente e, indirectamente, implica que, para unas dimensiones dadas, el espacio de trabajo teérico
del manipulador encierra la mayor &rea posible.
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Figura 6: Solape de las cuatro parejas de circunferencias de singularidad para un caso de rotacién nula. El lugar
geométrico de las singularidades de cada cadena presenta su color, pero por el solape se han dibujado en negro.

Para una rotacion nula, el radio de las circunferencias externas es R + Ly el de las internas es |R — L|. Teniendo
esto en cuenta, es obvio deducir que para que se dé el solapamiento entre las curvas de singularidad, las longitudes
de las barras superiores e inferiores de las cuatro cadenas deben ser las mismas. No obstante, ademas de estas
longitudes, el solapamiento también depende de que las dimensiones de la plataforma movil y fija sean iguales.
Esto ultimo no es tan obvio, y su demostracion requiere trabajar con la proyeccion de la geometria del manipulador
2RRU-2RSS en el plano XZ (plano de representacion del espacio de trabajo traslacional).

Dentro de este plano, todas las cadenas se comportan como si fueran brazos rob6ticos RRR. Sin embargo, a
diferencia de lo que ocurre con las cadenas del conocido manipulador paralelo 5R [26], donde cada una presenta
un espacio de trabajo anular centrado en su par fijo, la presencia de una plataforma maévil, en lugar de un punto
acoplador, hace que la posicién del centro de la regién anular dependa de la geometria y orientacién de la
plataforma mévil. En concreto, el desplazamiento del centro con respecto al par fijo (C;) viene dado por el vector

(Z?)XZ que representa la proyeccion en el plano XZ de la dimensién lateral/central de la plataforma moévil.

La Figura 7a muestra la influencia de las dimensiones de la plataforma movil para la cadena 1 en un caso de
rotacion nula. De la Figura 7b, se puede observar que para la otra cadena central (cadena 3) el efecto seria el mismo

pero de sentido contrario, es decir (4,P)x; = —(A3P)xz, Yy que las cadenas laterales (se ven superpuestas) se

comportan como las cadenas de un manipulador plano 5R, ya que (A,P)x; = (A4P)xz = 0y, por ende, el efecto
de la plataforma es nulo en ellas si no hay rotacién.
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Figura 7: Influencia de las dimensiones de la plataforma mévil en la ubicacion del centro del espacio de trabajo
traslacional para (a) la primera cadena cinematica y (b) para el manipulador entero.

Luego, de esto se puede concluir que, si se rompe la simetria dimensional de las cadenas y plataformas, el
solapamiento desapareceria y aparecerian mas huecos o cavidades en el espacio de trabajo. En este sentido, cabe
destacar que, si la longitud de la barra inferior y superior de una misma cadena fueran iguales, la cavidad circular
asociada a dicha cadena degeneraria en un punto. Es decir, si R = L las cuatro cavidades circulares darian lugar a
cuatro puntos.
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4.2. Rotacion pura entorno al eje Y

Cuando la plataforma mavil s6lo presenta una inclinacion ¢ entorno al eje Y (6 = 0°), el Unico cambio con
respecto al caso de rotacion nula es la ubicacion de los centros de las circunferencias asociadas a las cadenas
centrales (i = 2,4), lo cual tiene sentido ya que son las Unicas que se mueven para este tipo de movimiento. Tal y
como se puede ver en la Figura 8a, los centros de estas cadenas sufren un desplazamiento simétrico que les aparta
del origen una distancia d; a lo largo de una recta de inclinacién §; respecto del eje vertical Z. Tanto la distancia
que se han desplazado del centro como el valor de la inclinacién de la recta que los contiene vienen recogidos en
la primera columna de la Tabla 1. Destacar también que, en este caso, todas las circunferencias internas/externas
presentan unos radios idénticos.
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Figura 8: (a) Circunferencias de singularidad y (b) espacio de trabajo para un caso genérico de rotacion pura ¢.

Tabla 1: Desplazamiento (d;) de los centros de las circunferencias y su inclinacion (6;) respecto de eje vertical.

@ #0°6=0° @=0°6#0° @ #0°6 #0°
dq, d; 2F sin(¢p/2) 0 2F sin(p/2)
d,, d, 0 N sin 8 N sin 6
61,63 ®/2 0 /2
67,8, 0 0 1)

Tal y como se puede apreciar en la Figura 8b, la ubicacion de los centros de las circunferencias se podria haber
obtenido directamente considerando la geometria del manipulador en el plano XZ como se hizo para el caso de
rotacion nula. De hecho, para el presente caso, el comportamiento, en términos de singularidades del problema
inverso, es equivalente al de un manipulador paralelo plano 3-RRR con los pares cinematicos terminales y fijos
colineales como el propuesto en [28].

Como ahora solo se solapan las circunferencias de las cadenas laterales, puede haber un méximo de tres cavidades
dentro del espacio de trabajo (que en ausencia de simetria podrian convertirse en cuatro). Si bien, estas pueden
quedar fuera del espacio de trabajo resultante para ciertos giros como se puede ver en la Figura 9.
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Figura 9: Espacio de trabajo traslacional para (a) ¢ = 60°, (b) 90° y (c) 180° (R = 0.26m, L = 0.36m).
4.3. Rotacion pura entorno al eje u

Por el contrario, cuando la plataforma movil s6lo presenta un giro 8 entorno al eje u (¢ = 0°), las cadenas laterales
(i = 2,4) son las Unicas involucradas en el movimiento, siendo sus centros los que se desplazan. En concreto, se
alejan simétricamente una distancia d; a lo largo del eje vertical Z (véase segunda columna de la Tabla 1). Para
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este caso las circunferencias internas/externas de las cadenas laterales y centrales presentan radios diferentes que
dependen del valor del giro 8 como se vio en la Ecuacion (10). De dicha ecuacion se pueden extraer otras dos
conclusiones. La primera es que para un ratio L/N < 2 existen valores del a&ngulo 6 para las que el término dentro
de la raiz de la expresion de r; se hace negativo y, por tanto, no es posible superar dicho valor. La segunda es que,
a diferencia del caso de rotacién nula y el caso de un giro ¢ puro, las cavidades circulares correspondientes a las
cadenas laterales no degeneran en puntos cuando estas estan compuestas de barras inferiores y superiores del
mismo tamafio.
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Figura 10: (a) Circunferencias de singularidad y (b) espacio de trabajo para un caso genérico de rotacién pura 6.

Como se puede apreciar en la Figura 10b, también se podria haber obtenido la ubicacién de los centros de las
circunferencias considerando la geometria del manipulador en el plano XZ. Para este caso, al solaparse las
circunferencias de las cadenas centrales, puede haber un maximo de tres cavidades circulares (véase Figura 11).
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Figura 11: Espacio de trabajo traslacional para (a) 8 = 60°, (b) 90° y (c) 180° (R = 0.26m, L = 0.36m).

4.4, Rotacién combinada

Cuando la plataforma presenta una rotacion combinada (¢ # 0°,8 # 0°), las circunferencias de singularidad y el
espacio de trabajo presentan un aspecto similar al que se obtendria de combinar los correspondientes a las
rotaciones puras, con la salvedad de que ahora los centros de las circunferencias laterales se encuentran en una
recta que forma un angulo &, , con la vertical como se muestra en la Figura 12a. Los valores de inclinacion y
distancia se recogen en la tercera columna de la Tabla 1.

De la Figura 12a se puede apreciar cdmo, independientemente de que haya simetria dimensional o no, para una
rotacion combinada de la plataforma movil no hay ningun tipo de solape entre circunferencias y que, por lo general,
habré un total de cuatro cavidades circulares.

Tras este analisis quedan patentes las tres ventajas principales de emplear la metodologia propuesta:

e Calcular el espacio de trabajo teérico con un coste computacional inferior al de los tradicionales métodos
discretos, pudiendo definir las fronteras del mismo de manera precisa.

e Proporcionar informacion sobre el efecto de cada cadena cinematica en el espacio de trabajo.

e Caracterizar el aspecto y tamafio de dicho espacio en funcion de las variables que definen la geometria y la
orientacion del mecanismo.
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Figura 12: (a) Circunferencias de singularidad y (b) espacio de trabajo para un caso de rotacion combinada.

5. Conclusiones

Se ha presentado un novedoso manipulador paralelo simétrico con un patron de movimiento 2T2R que es
ampliamente solicitado en el &mbito industrial, aeroespacial y de rehabilitacion. Se ha propuesto una metodologia
de caracter analitico-geométrico que permite obtener el espacio de trabajo de este manipulador, asi como el de sus
variantes topoldgicas. La metodologia estd basada en la obtencion de las expresiones analiticas de las
singularidades del problema inverso y permite observar la influencia que tiene cada cadena cinematica en el
espacio de trabajo tedrico, asi como caracterizar su tamafio y forma en funcion de las variables dimensionales y la
orientacion del mecanismo. Estas caracteristicas permiten concluir que el método planteado es una herramienta
atil para la fase de disefio del manipulador y, en concreto, para la optimizacion de su sintesis dimensional. Si bien
es cierto que para el proceso de optimizacion es necesario trabajar con el espacio de trabajo util (i.e., aquel que
tiene en cuenta las singularidades del problema directo, colisiones entre elementos, etc.), la metodologia aqui
propuesta se puede emplear como primer paso de dicho proceso. Esto permitiria aprovechar sus ventajas vy,
posteriormente, realizar los calculos correspondientes a los otros factores limitantes, pero ya en una zona acotada
del espacio en variables de salida.

Segun los resultados de este trabajo se observa que, desde el punto de vista de las singularidades del problema
inverso, interesa disponer de cadenas y plataformas de dimensiones idénticas. No obstante, los autores pretenden
extender este estudio, analizando el impacto de la simetria dimensional en las singularidades del problema directo,
ya que estas Ultimas seran las que realmente limiten el espacio de trabajo Gtil del manipulador. Por tanto, en aras
de completar este trabajo, una extension del mismo seré la implementacion de las expresiones analiticas de otras
restricciones mecanicas, asi como el de las singularidades del problema directo que son criticas para las tareas de
control y necesarias de identificar para una correcta planificacién de trayectorias. Finalmente, también sera objeto
de estudio la aplicacion de esta metodologia al espacio de trabajo rotacional, lo que permitira alcanzar una
caracterizacion completa del manipulador.
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